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Kivonat
Atanulmánymagyarjelzáloghitelekfolyósításkorvárhatónemteljesítéskoriveszteség(LGD)rátáitelemziegysztochasztikus
fedezetiértékreépülőLGDmodellalapján.Amodellimplementálásánakalapjakéntamagyarrégióslakásárindexekre
illesztettexponenciálisOrnstein-Uhlenbeckfolyamatokszolgálnak.Azadósságfékszabályokteljeskihasználása,azaz
80%hitelfedezetimutató(HFM)eseténavárhatóLGDrégiótólfüggően30-40százalékpont.Arégiósbontásúmodellek
eredményeiszerintazLGDrátákközségekeseténalegmagasabbak,Budapestésaközép-magyarországivárosokesetén
alegalacsonyabbakadotthitelfedezettségiszintmellett.Ezakülönbségakárahétszázalékpontotiselérheti.Azországos
modellalapjánképzettLGDkockázatiindexszerintamagasHFM-melrendelkezőhitelezésvisszaszorulásamiatt,azújonnan
kihelyezettjelzáloghitelekLGDprofiljajelentősenjavultMagyarországon2009óta.Eredményeimszerintazingatlanárak
ésabedőlésekerőskorrelációjamiatt,anemteljesítőfedezetekértékénekvárhatóhozamaalacsony.

JEL-kódok: G21,G33
Kulcsszavak: jelzáloghitelek,visszafizetésiarány,sztochasztikusfolyamatok

Abstract
ThepaperanalysestheLossGivenDefault(LGD)ratesofresidentialmortgagesatorigination,usingamodelbasedon
stochasticcollateralvalue.TheimplementationofthemodelisbasedonexponentialOrnstein–Uhlenbeckprocessesfitted
totheHungarianregions’housepriceindices.Accordingtothemodelresults,incaseofamortgagewith80%loan-to-value
ratioatorigination,theexpectedLGDisaround30-40percent,dependingontheregion.ThehighestLGDratesareestimated
tomunicipalities,whilethelowestratesareexpectedatBudapestandcitiesinthemiddleofthecountry.Therangeofthe
regionaldifferencescanreach7percentagepoint.AccordingtotheLGDRiskindexbasedontheaggregatedmodel,theLGD
riskprofileofrecentlyissuedmortgagesimprovedsignificantlysince2009inHungary.Duetothestrongnegativerelation
betweenthehousepricesandmortgagedefaultrates,theexpectedreturnondefaultedcollateralvaluetendstobelow.

JEL: G21,G33
Keywords: mortgageloans,recoveryrates,stochasticprocesses
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1. Bevezetés

Ahitelkockázatokbólfakadóveszteségekmértékétacsődvalószínűségmellettanemteljesítéskoriveszteség(LossGiven
Default,LGD)nagyságahatározzameg.Mígajelzáloghitelekcsődvalószínűségénekmodellezéseeseténszámosfejlett
megoldáskerült implementálásraMagyarországon is (Szabó(2022);Banaietal. (2013)),addigaLGDmódszertanok
gyakrankevésbékiforrottak.Ezajelenségnemországspecifikus,anemzetköziszakirodalomeseténismegfigyelhető.
AzLGDrátákminélpontosabbmodellezésemárcsakazértisfontoslehet,mertszámostanulmányszerint(Altmanetal.
(2005);Acharyaetal.(2007))azLGDésPDkomponensekerősegyüttmozgástmutatnak.

AtanulmánybanegyFrontczakésRostek(2015)cikkérealapozott,sztochasztikusfedezetiértékmellettiLGDmodellt
vizsgálok.Amodellparametrizálásasorán,ahazailakásárindexekreexponenciálisOrnstein-Uhlenbecksztochasztikus
folyamatokatillesztettem,atovábbiparamétereketanemzetköziirodalommalösszhangbanállapítottammeg.Akapott
modelleredményeitegybenchmarkmodellszámaivalvetettemössze.

A modell használatának előnye, hogy az LGD rátára ható különböző tényezők, mint például a fedezet várható
felértékelődése,azelvárthozam,alikvidálásköltségestb.jólelkülöníthetőenelemezhetők.Atanulmánybanelsősorban
a lakásárváltozásokhatásátvizsgálom.AmodellezéscéljavárhatóLGDrátákmeghatározása,nemstresszszcenáriók
hatásánakszámszerűsítése,habárutóbbiismegvalósíthatólenneamodellezésikeretrendszerben.

Arégióséstelepülésméret(főváros,város,község)szerintbontottlakásárindexekadtagranularitásánakköszönhetően
lehetségesakülönbözőrégiókéstelepülésekszintjénmodellezniavárhatóLGDrátát.Ígyakülönbözőrégiókéstelepülés
típusokLGDkockázatosságaisösszevethető.

Abbóladódóan,hogyazeredményülkapottvárhatóLGDfüggvénycsakafolyósításkorihitelfedezetimutatótól(HFM)
függ,azújonnanfolyósítotthitelekHFMeloszlásátfelhasználvaegythrough-the-cycleszemléletűLGDkockázatiindexis
előállítható.AzígyképzettindexahitelportfólióminőségealapjánhatározzamegabankszektorvárhatóLGDkockázatának
mértékét.

Újdonságértéklehetaszakirodalombanamagyarlakásárindexekreillesztettsztochasztikusfolyamatokeredményeinek
elemzése is. A folyamat paraméterei alapján ingatlan befektetésekre vonatkozó hozam és kockázat állítások is
megfogalmazhatóak régiós és településtípus szerinti bontásban. Az LGD modell implementálása során felmerülő
módszertanikérdésekkidolgozásaisújelemekettartalmaz,ilyenahitelbedőlésébőladódótöbbletinformációhatása
afedezetértékhozamokra,illetveazingatlanárakidioszinkratikusszórásánakhatásaakumuláltszórásraésLGDrátákra.

Akövetkezőfejezetben(2.)avonatkozószakirodalmatösszegzem,majda3.fejezetbenazelemzésmódszertanátvezetemle. 
A4.fejezetbenakutatáshozhasználtadatokatmutatombe,majdaz5.fejezetbenazempirikuseredményeketésavárható
LGDmodellezettmértéketprezentálom.A6.fejezetatanulmánytösszegzi.
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2. Irodalom áttekintés

MígahitelkockázatPDparaméterénekbecslésérerendkívülszélesszakirodalomállrendelkezésre,azLGDmodellezését
célzótanulmányokbólkevesebbszületett.AzLGDszakirodalomalapvetőenmegoszlikafelhasználtadatokgranularitása
alapján.Atanulmányokegyrészegranuláris,ügyletszintűadatoksegítségévelmodelleziésjelzielőreazügyletszintűvagy
portfóliószintűLGDmutatókatstatisztikaimodelleksegítségével.Másikrészükamodellezéssoránelsősorbanaggregált
ésnyilvánosanelérhetőadatokraépül.Agranulárisadatokraépülőmodellekelőnyeajobbilleszkedéséspontosabb
előrejelzés lehet.Azaggregáltadatokraépülőmodelleknyilvánvalóelőnye,hogyolyanesetekben ishasználhatóak,
amikornemállrendelkezésreegységes,granulárisadatbázisamodellezésre.Ígyezekmodellekalkalmasaklehetnekteljes
jelzáloghitelpiacokelemzésére(Palmroos(2016)).Emellettkevesebbbemenetiadattalishasználhatóak,azazkevésbé
részletesstresszszcenáriódefiniálásaiselegendőegystressztesztvégzésesorán.

Agranulárismegközelítéstalkalmazótanulmányokközülszámosavállalatiszegmensmodellezésévelfoglalkozik,lásd
GuptonésStein(2002)vagyChalupkaésKopecsni(2008).Alakosságihiteleketvizsgálótanulmányokközötttalálható
BellottiésCrook (2012) tanulmánya.AszerzőkahitelkártyákLGDrátáitmodellezték1999és2005közöttiegyesült
királyságiadatokalapján.Eredményeikszerintazügyféladatokravonatkozóváltozókmellettamakrogazdaságiváltozók
isszignifikánsmagyarázóerővelbírnak.

AlakosságijelzáloghitelekLGD-jétLeuwésMeus(2012)elemezteempirikusmódszerekkelegybritbankadataialapján.
Kutatásukbankétszintűregresszióthasználtak,amelyjobbilleszkedéstmutatottazegyszintűregressziósmodelljükhöz
képest.QiésYang(2009)tanulmányukbanmagasHFMjelzáloghitelekLGDmutatóitvizsgálták.Eredményeikszerint
az LGD-t jobbanmagyarázza a csődkori HFM (current LTV, CLTV)mint a folyósításkori HFMértéke, valamint, hogy
lakáspiacistresszidőszakokbananemteljesítéskoriveszteségrátákszignifikánsanmagasabbak.Calabrese(2014)abázeli
szabályozásbanelvártdownturnLGDkiszámításárateszjavaslatotexpanzívésrecessziósLGD-kkeverteloszlásaalapján.
EgyolaszadatbázisonbecsülteredményeikszerintadownturnértékekazátlagosLGD-nélakár17százalékponttalis
magasabbaklehetnek.

AzaggregáltadatokonalapulóvagyelméletialapokraépültmodellekközétartozikaFrye(2000)tanulmányábanvázolt
modell.Amodellafedezetérték-csökkenésésanövekvőcsődgyakoriságokegyüttmozgásánakhatásárahívtafelafigyelmet
atőkekövetelményekszámításaesetén.Modelljébenafedezetértékváltozásátegyszisztematikuskockázatifaktoron
keresztülkötötteösszeacsődvalószínűségekkel.JokivuolleésPeura(2003)tanulmányábanmárasztochasztikusanváltozó
fedezet-ésvállalatértékközöttiösszefüggésfigyelembevételévelvizsgáljákazLGD-tavállalatihitelekéskötvényekesetén.
EredményeikszerintavárhatóLGDcsökkenafedezetértékdriftjéneknövekedéseeseténésnövekszikafedezetérték
volatilitása emelkedése esetén. Van Damme (2013) egy általános keretrendszert mutat be, melynek segítségével
asztochasztikusLGDmodellekbeemelhetőkahitelkockázat-kezelésiésderivatívárazásieljárásokba.Ajavasoltkeretrendszer
segítségévellehetségesadownturnLGD-kbecsléseis.

FrontczakésRostek(2015)cikkükbenlakosságijelzáloghitelekLGD-jétmodelleziksztochasztikusanváltozófedezetiérték
mellett.Észrevételükmiatt,miszerintazLGDhasonlóegylongputopciókifizetéséhez–afedezetértékénekfüggvényébenaz
LGDeleintelineárisancsökken,majdnullaértéketveszfel-derivatívárazástémakörébőlismertmódszereketalkalmaznak.
ÉpítveFabozzietal.(2012)munkásságáraalakásár-folyamatokkapcsán,aszerzőkexponenciálisOrnstein-Uhlenbeck
folyamatotalkalmaznakalakóingatlanokértékénekmodellezésére.

EztamodellezésikeretrendszerthasználvaPelizzaetal.(2020)megmutatta,hogyazolaszjelzálogpiaconamárcsődöt
jelentetthitelektúlértékelteklehetnekavártnálmagasabbLGDmutatóikmiatt.

Ahhoz,hogyazLGDmodellezésérőlátfogóbbképetkapjunkérdemesagyakorlatifelhasználásokszempontjábólazegyik
legfontosabbterület,astresszteszteléseksoránhasználtLGDmodelleket ismegismerni.ABundesbank jelzáloghitel
stressztesztjében Siemsen és Vilsmeier (2017) az LGD számszerűsítéséhez egy CLTV – LGD függvényt állítottak fel.

https://scholar.google.hu/citations?user=yqsewhUAAAAJ&hl=hu&oi=sra
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Afüggvénytegymetaanalízisalapjánkészítettékszerzők.AkülönbözőCLTVcsoportokLGDértékeitQiésYang(2009)
illetvePalmroos(2016)modelleredményeibőlszármaztatták,majdegypolinomiálisregressziósegítségévelkötöttékössze
akülönbözőcsoportokeredményeitegyfolytonosfüggvénnyé.MivelaSiemsenésVilsmeier(2017)általmodellezettnémet
jelzáloghitelpiacszámostekintetbeneltértaPalmroos(2016)modelljéhezhasználtfinnpiachozképest,aszerzőknek
többváltoztatástiseszközölniükkellettametaanalízissorán.Astressztesztsoránazingatlanárindexrevonatkozószcenárió
alapjánhatároztákmegakezdetiLTV-bőlaCLTV-t.AmagyarlakosságijelzáloghitelekrevonatkozóstressztesztjébenHolló
(2009)azLGD-tacsődbekövetkezésekorHFM100%felettirészekéntszármaztatjaszámításaisorán,aholaszcenáriósorán
alakásárindexsegítségévelfrissítiafedezetkéntszolgálólakásokértékét.

Szinténamagyar lakossági jelzálogpiacLGD-jétvizsgálva,egybankköziadatbázissegítségévelvizsgálvaTajti (2011)
megállapította,hogyazáltala lefedettidőszakbanaszabadfelhasználású jelzáloghitelekátlagosLGD-jealacsonyabb
(16,26%)alakáscélújelzáloghitelekénél(27,11%),igazmindkéthitelcélszerinticsoporteseténjelentősszórásfigyelhető
meg.

AtanulmányombanjavasoltmodellTajti(2011)modelljévelszembenalacsonyabbadatigénnyelrendelkezik,ígyateljes
bankrendszerrevonatkozóelemzésekeseténkönnyebbenalkalmazhatóvagyegyébadathiányoshelyzetekben.Emellett
amodellparamétereiiskönnyenértelmezhetőekésazadottparamétervagyváltozónemlineáriskapcsolataismegfelelően
tükröződikamodellelméletimegalapozottságánakköszönhetően.EzkülönösenrelevánsaHFMésazLGDrátaesetén,
akétmutatóugyaniserősennemlineáriskapcsolatbanállegymássalazeredményeimszerint.

Azingatlanárfolyamatokmodellezéséhezelengedhetetlenegymegfelelőlakásárindexkiválasztása.Magyarországesetén
háromismertindexispublikálásrakerülnegyedévente,azMNB,aKSHésTakarékbanklakásárindexis.AzMNBlakásárindex
előnye,hogyazországosaggregáltindexmellett,részletesrégióséstelepülésméretszerintibontásbaniselőáll.ABanai
etal.(2017)általkészítettMNBlakásárindexhedonikusregressziósmódszeralapjánkészül,időszakpáronkéntibecslés
segítségével,ígyennekköszönhetőenazidősorelemeinemrevideálódnakegyújindexpontértékénekmeghatározása
esetén.Winkler(2021)egytöbbszörieladásokonalapulólakásárindexfelállításáratettkísérletetmagyaradatokon.Aszerző
konklúziójaszerintazonbanatöbbszörieladásonkeresztülmentingatlanoknemreprezentatívakateljeshazaiingatlan
állományra,ígyamódszerlimitálthasznosságárafigyelmeztet.

BerkiésSzendrei(2017)azMNBlakásárindexetalapulvévevizsgáltaalakásárakfundamentumokáltalmeghatározott,
hosszútávúegyensúlyiszintjétésamegfigyeltárakköztikülönbséget.AzáltalukalkalmazottVECMmódszertaneredménye
szerintalakásárindex,azújonnankihelyezettlakáshitelekátlagosösszege,aháztartásokrendelkezésreállójövedelme,
valamintalakásállományközöttkointegrációskapcsolatállfent.Aszerzőkemellettmegállapítják,hogyazegyensúlyi
szinthezalakásárakcsaklassantérnekvissza,alakásárrésgyakranperzisztensmódonfennmarad.
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3. Módszertan

AkövetkezőkétszakaszbanegyFrontczakésRostek(2015)modelljéreépülő,sztochasztikusfedezetiértékmellettilakossági
jelzáloghitelLGDmodelltvezetekberöviden.ElőszörajelzáloghitelekLGDrátájaésafedezetkéntszolgálóingatlanértéke
közöttiösszefüggéstvezetembe.Eztkövetőenasztochasztikusanváltozóingatlanárfolyamatotdefiniálom,majdennek
segítségévelazingatlanárakeloszlásáthatározommeg.AkétkomponenssegítségévelhatározhatómegavárhatóLGD
értéke.AzLGDmodellezésikeretrendszerismertetéseutánamodellkalibrációjánakmódszertanátrészletezem,abecslési
eljárást,acsődbőladódótöbbletinformációbeépítésétafedezetértékvárhatóhozamára,azegyediszórásésatovábbi
paraméterekmeghatározását.

3.1. SZTOCHASZTIKUS LGD MODELL

A jelzáloghiteleknemteljesítésénekeseténabankszámáraa fedezet tompíthatjaazelszenvedettveszteségeket.Ha
afedezetkéntszolgálóingatlanpiaciértékemeghaladjaabanknakanemteljesítéskorfennállókitettségét(EAD),ésabank
rögtönképeslenneköltségnélkülpénzzétenniaztapiaciáron,abankveszteségeazügyletennullalenne.Amennyiben
afedezetértékesítésébőlbefolyópénzáramértéke(beleértveapénzidőértékétésakezelésiköltségeket)nemfedezi
abankfeléfennállótartozást,aveszteségmértékeazEADésafedezetértékénekkülönbsége.Formálisanugyanez:

 

 

 7/31 

1.3. Módszertan 
A következő két szakaszban egy Frontczak és Rostek (2015) modelljére épülő, sztochasztikus fedezeti érték melletti 
lakossági jelzáloghitel LGD modellt vezetek be röviden. Először a jelzáloghitelek LGD rátája és a fedezetként szolgáló 
ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
határozható meg a várható LGD értéke. Az LGD modellezési keretrendszer ismertetése után a modell kalibrációjának 
módszertanát részletezem, a becslési eljárást, a csődből adódó többletinformáció beépítését a fedezetérték várható 
hozamára, az egyedi szórás és a további paraméterek meghatározását. 

1.3.1. Sztochasztikus LGD modell 

A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
fedezetként szolgáló ingatlan piaci értéke meghaladja a banknak a nemteljesítéskor fennálló kitettségét (EAD), és a 
bank rögtön képes lenne költség nélkül pénzzé tenni azt a piaci áron, a bank vesztesége az ügyleten nulla lenne. 
Amennyiben a fedezet értékesítéséből befolyó pénzáram értéke (beleértve a pénz időértékét és a kezelési 
költségeket) nem fedezi a bank felé fennálló tartozást, a veszteség mértéke az EAD és a fedezet értékének 
különbsége. Formálisan ugyanez: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = %
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
 (1) 

Ahol 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 a bankot érő veszteséget jelöli, 𝑇𝑇" a nemteljesítés időpontját, 𝐶𝐶+!!  pedig a fedezet értékesítéséből befolyó 
pénzáram értékét a nemteljesítés időpontjában. A 𝐶𝐶+!!, azaz a fedezetből befolyó pénzáram értéke a 
fedezetlikvidálás időpontjában vett értékének (𝐶𝐶!"  , ahol 𝑇𝑇# a likvidálás időpontja) 𝑟𝑟 elvárt hozam mellett diszkontált 
értéke, csökkentve a 𝑘𝑘 felmerülő költséghányaddal: 

𝐶𝐶+!! = 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"  (2) 

Modellezési szempontból a csődbe ment adósok ingatlanjainak diszkont tényezőjeként is értelmezhető a felmerülő 
költséghányad. Hasonlóképpen a fedezetek gyakori likvidálási csatornájául szolgáló ingatlanárverési diszkontként is. 
A bank által a fedezet pénzáramától elvárt hozam (𝑟𝑟) a kockázatmentes hozam és az elvárt kockázati prémium 
összegeként adódik, mely az egyedi ingatlanár bizonytalanságát kompenzálja. 

Felhasználva ez eddigieket (1. és 2. egyenlet) az LGD a következőképpen fejezhető ki a fedezet értékének 
függvényében: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!! = max	(0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ) (3) 

Ezen a ponton is felfedezhető a párhuzam a 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸 és egy long put opció kifizetése (a (#
)*"

	folyamatra, 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 strike-kal) 
között.  

Ebből adódóan a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸: 

𝐸𝐸[𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!!] = 𝐸𝐸 @max A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 BC (4) 

A várható érték így egy megfelelő 𝐶𝐶!	folyamat definiálását követően, az opció árazáshoz hasonló integrálegyenletek 
segítségével megkapható. Az opció árazással ellentétben, a várható LGD kiszámításához „real world” valószínűségi 
mérték használata szükséges, így lakásárfolyamat paramétereinek meghatározásakor a múltban megfigyelt adatokra 
szükséges támaszkodni.1 

1.3.2. Sztochasztikus lakásár folyamatok 

Egy megfelelő sztochasztikus folyamat feltételezése és definiálása után levezethető a fedezetérték eloszlása a 
likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+

,-./) és az egyedi 
kumulált loghozam (𝑌𝑌+-0-1) összegeként áll elő: 

𝑌𝑌+ = 𝑌𝑌+
,-./ + 𝑌𝑌+-0-1. (5) 

 
1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 

 (1)

Ahol

 

 7/31 

1.3. Módszertan 
A következő két szakaszban egy Frontczak és Rostek (2015) modelljére épülő, sztochasztikus fedezeti érték melletti 
lakossági jelzáloghitel LGD modellt vezetek be röviden. Először a jelzáloghitelek LGD rátája és a fedezetként szolgáló 
ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
határozható meg a várható LGD értéke. Az LGD modellezési keretrendszer ismertetése után a modell kalibrációjának 
módszertanát részletezem, a becslési eljárást, a csődből adódó többletinformáció beépítését a fedezetérték várható 
hozamára, az egyedi szórás és a további paraméterek meghatározását. 

1.3.1. Sztochasztikus LGD modell 

A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
fedezetként szolgáló ingatlan piaci értéke meghaladja a banknak a nemteljesítéskor fennálló kitettségét (EAD), és a 
bank rögtön képes lenne költség nélkül pénzzé tenni azt a piaci áron, a bank vesztesége az ügyleten nulla lenne. 
Amennyiben a fedezet értékesítéséből befolyó pénzáram értéke (beleértve a pénz időértékét és a kezelési 
költségeket) nem fedezi a bank felé fennálló tartozást, a veszteség mértéke az EAD és a fedezet értékének 
különbsége. Formálisan ugyanez: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = %
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
 (1) 

Ahol 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 a bankot érő veszteséget jelöli, 𝑇𝑇" a nemteljesítés időpontját, 𝐶𝐶+!!  pedig a fedezet értékesítéséből befolyó 
pénzáram értékét a nemteljesítés időpontjában. A 𝐶𝐶+!!, azaz a fedezetből befolyó pénzáram értéke a 
fedezetlikvidálás időpontjában vett értékének (𝐶𝐶!"  , ahol 𝑇𝑇# a likvidálás időpontja) 𝑟𝑟 elvárt hozam mellett diszkontált 
értéke, csökkentve a 𝑘𝑘 felmerülő költséghányaddal: 

𝐶𝐶+!! = 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"  (2) 

Modellezési szempontból a csődbe ment adósok ingatlanjainak diszkont tényezőjeként is értelmezhető a felmerülő 
költséghányad. Hasonlóképpen a fedezetek gyakori likvidálási csatornájául szolgáló ingatlanárverési diszkontként is. 
A bank által a fedezet pénzáramától elvárt hozam (𝑟𝑟) a kockázatmentes hozam és az elvárt kockázati prémium 
összegeként adódik, mely az egyedi ingatlanár bizonytalanságát kompenzálja. 

Felhasználva ez eddigieket (1. és 2. egyenlet) az LGD a következőképpen fejezhető ki a fedezet értékének 
függvényében: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!! = max	(0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ) (3) 

Ezen a ponton is felfedezhető a párhuzam a 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸 és egy long put opció kifizetése (a (#
)*"

	folyamatra, 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 strike-kal) 
között.  

Ebből adódóan a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸: 

𝐸𝐸[𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!!] = 𝐸𝐸 @max A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 BC (4) 

A várható érték így egy megfelelő 𝐶𝐶!	folyamat definiálását követően, az opció árazáshoz hasonló integrálegyenletek 
segítségével megkapható. Az opció árazással ellentétben, a várható LGD kiszámításához „real world” valószínűségi 
mérték használata szükséges, így lakásárfolyamat paramétereinek meghatározásakor a múltban megfigyelt adatokra 
szükséges támaszkodni.1 

1.3.2. Sztochasztikus lakásár folyamatok 

Egy megfelelő sztochasztikus folyamat feltételezése és definiálása után levezethető a fedezetérték eloszlása a 
likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+

,-./) és az egyedi 
kumulált loghozam (𝑌𝑌+-0-1) összegeként áll elő: 

𝑌𝑌+ = 𝑌𝑌+
,-./ + 𝑌𝑌+-0-1. (5) 

 
1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 

abankotérőveszteségetjelöli,
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1.3. Módszertan 
A következő két szakaszban egy Frontczak és Rostek (2015) modelljére épülő, sztochasztikus fedezeti érték melletti 
lakossági jelzáloghitel LGD modellt vezetek be röviden. Először a jelzáloghitelek LGD rátája és a fedezetként szolgáló 
ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
határozható meg a várható LGD értéke. Az LGD modellezési keretrendszer ismertetése után a modell kalibrációjának 
módszertanát részletezem, a becslési eljárást, a csődből adódó többletinformáció beépítését a fedezetérték várható 
hozamára, az egyedi szórás és a további paraméterek meghatározását. 

1.3.1. Sztochasztikus LGD modell 

A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
fedezetként szolgáló ingatlan piaci értéke meghaladja a banknak a nemteljesítéskor fennálló kitettségét (EAD), és a 
bank rögtön képes lenne költség nélkül pénzzé tenni azt a piaci áron, a bank vesztesége az ügyleten nulla lenne. 
Amennyiben a fedezet értékesítéséből befolyó pénzáram értéke (beleértve a pénz időértékét és a kezelési 
költségeket) nem fedezi a bank felé fennálló tartozást, a veszteség mértéke az EAD és a fedezet értékének 
különbsége. Formálisan ugyanez: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = %
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
 (1) 

Ahol 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 a bankot érő veszteséget jelöli, 𝑇𝑇" a nemteljesítés időpontját, 𝐶𝐶+!!  pedig a fedezet értékesítéséből befolyó 
pénzáram értékét a nemteljesítés időpontjában. A 𝐶𝐶+!!, azaz a fedezetből befolyó pénzáram értéke a 
fedezetlikvidálás időpontjában vett értékének (𝐶𝐶!"  , ahol 𝑇𝑇# a likvidálás időpontja) 𝑟𝑟 elvárt hozam mellett diszkontált 
értéke, csökkentve a 𝑘𝑘 felmerülő költséghányaddal: 

𝐶𝐶+!! = 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"  (2) 

Modellezési szempontból a csődbe ment adósok ingatlanjainak diszkont tényezőjeként is értelmezhető a felmerülő 
költséghányad. Hasonlóképpen a fedezetek gyakori likvidálási csatornájául szolgáló ingatlanárverési diszkontként is. 
A bank által a fedezet pénzáramától elvárt hozam (𝑟𝑟) a kockázatmentes hozam és az elvárt kockázati prémium 
összegeként adódik, mely az egyedi ingatlanár bizonytalanságát kompenzálja. 

Felhasználva ez eddigieket (1. és 2. egyenlet) az LGD a következőképpen fejezhető ki a fedezet értékének 
függvényében: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!! = max	(0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ) (3) 

Ezen a ponton is felfedezhető a párhuzam a 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸 és egy long put opció kifizetése (a (#
)*"

	folyamatra, 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 strike-kal) 
között.  

Ebből adódóan a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸: 

𝐸𝐸[𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!!] = 𝐸𝐸 @max A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 BC (4) 

A várható érték így egy megfelelő 𝐶𝐶!	folyamat definiálását követően, az opció árazáshoz hasonló integrálegyenletek 
segítségével megkapható. Az opció árazással ellentétben, a várható LGD kiszámításához „real world” valószínűségi 
mérték használata szükséges, így lakásárfolyamat paramétereinek meghatározásakor a múltban megfigyelt adatokra 
szükséges támaszkodni.1 

1.3.2. Sztochasztikus lakásár folyamatok 

Egy megfelelő sztochasztikus folyamat feltételezése és definiálása után levezethető a fedezetérték eloszlása a 
likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+

,-./) és az egyedi 
kumulált loghozam (𝑌𝑌+-0-1) összegeként áll elő: 

𝑌𝑌+ = 𝑌𝑌+
,-./ + 𝑌𝑌+-0-1. (5) 

 
1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 

anemteljesítésidőpontját,
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1.3. Módszertan 
A következő két szakaszban egy Frontczak és Rostek (2015) modelljére épülő, sztochasztikus fedezeti érték melletti 
lakossági jelzáloghitel LGD modellt vezetek be röviden. Először a jelzáloghitelek LGD rátája és a fedezetként szolgáló 
ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
határozható meg a várható LGD értéke. Az LGD modellezési keretrendszer ismertetése után a modell kalibrációjának 
módszertanát részletezem, a becslési eljárást, a csődből adódó többletinformáció beépítését a fedezetérték várható 
hozamára, az egyedi szórás és a további paraméterek meghatározását. 

1.3.1. Sztochasztikus LGD modell 

A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
fedezetként szolgáló ingatlan piaci értéke meghaladja a banknak a nemteljesítéskor fennálló kitettségét (EAD), és a 
bank rögtön képes lenne költség nélkül pénzzé tenni azt a piaci áron, a bank vesztesége az ügyleten nulla lenne. 
Amennyiben a fedezet értékesítéséből befolyó pénzáram értéke (beleértve a pénz időértékét és a kezelési 
költségeket) nem fedezi a bank felé fennálló tartozást, a veszteség mértéke az EAD és a fedezet értékének 
különbsége. Formálisan ugyanez: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = %
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
 (1) 

Ahol 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 a bankot érő veszteséget jelöli, 𝑇𝑇" a nemteljesítés időpontját, 𝐶𝐶+!!  pedig a fedezet értékesítéséből befolyó 
pénzáram értékét a nemteljesítés időpontjában. A 𝐶𝐶+!!, azaz a fedezetből befolyó pénzáram értéke a 
fedezetlikvidálás időpontjában vett értékének (𝐶𝐶!"  , ahol 𝑇𝑇# a likvidálás időpontja) 𝑟𝑟 elvárt hozam mellett diszkontált 
értéke, csökkentve a 𝑘𝑘 felmerülő költséghányaddal: 

𝐶𝐶+!! = 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"  (2) 

Modellezési szempontból a csődbe ment adósok ingatlanjainak diszkont tényezőjeként is értelmezhető a felmerülő 
költséghányad. Hasonlóképpen a fedezetek gyakori likvidálási csatornájául szolgáló ingatlanárverési diszkontként is. 
A bank által a fedezet pénzáramától elvárt hozam (𝑟𝑟) a kockázatmentes hozam és az elvárt kockázati prémium 
összegeként adódik, mely az egyedi ingatlanár bizonytalanságát kompenzálja. 

Felhasználva ez eddigieket (1. és 2. egyenlet) az LGD a következőképpen fejezhető ki a fedezet értékének 
függvényében: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!! = max	(0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ) (3) 

Ezen a ponton is felfedezhető a párhuzam a 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸 és egy long put opció kifizetése (a (#
)*"

	folyamatra, 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 strike-kal) 
között.  

Ebből adódóan a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸: 

𝐸𝐸[𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!!] = 𝐸𝐸 @max A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 BC (4) 

A várható érték így egy megfelelő 𝐶𝐶!	folyamat definiálását követően, az opció árazáshoz hasonló integrálegyenletek 
segítségével megkapható. Az opció árazással ellentétben, a várható LGD kiszámításához „real world” valószínűségi 
mérték használata szükséges, így lakásárfolyamat paramétereinek meghatározásakor a múltban megfigyelt adatokra 
szükséges támaszkodni.1 

1.3.2. Sztochasztikus lakásár folyamatok 

Egy megfelelő sztochasztikus folyamat feltételezése és definiálása után levezethető a fedezetérték eloszlása a 
likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+

,-./) és az egyedi 
kumulált loghozam (𝑌𝑌+-0-1) összegeként áll elő: 

𝑌𝑌+ = 𝑌𝑌+
,-./ + 𝑌𝑌+-0-1. (5) 

 
1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 
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1.3. Módszertan 
A következő két szakaszban egy Frontczak és Rostek (2015) modelljére épülő, sztochasztikus fedezeti érték melletti 
lakossági jelzáloghitel LGD modellt vezetek be röviden. Először a jelzáloghitelek LGD rátája és a fedezetként szolgáló 
ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
határozható meg a várható LGD értéke. Az LGD modellezési keretrendszer ismertetése után a modell kalibrációjának 
módszertanát részletezem, a becslési eljárást, a csődből adódó többletinformáció beépítését a fedezetérték várható 
hozamára, az egyedi szórás és a további paraméterek meghatározását. 

1.3.1. Sztochasztikus LGD modell 

A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
fedezetként szolgáló ingatlan piaci értéke meghaladja a banknak a nemteljesítéskor fennálló kitettségét (EAD), és a 
bank rögtön képes lenne költség nélkül pénzzé tenni azt a piaci áron, a bank vesztesége az ügyleten nulla lenne. 
Amennyiben a fedezet értékesítéséből befolyó pénzáram értéke (beleértve a pénz időértékét és a kezelési 
költségeket) nem fedezi a bank felé fennálló tartozást, a veszteség mértéke az EAD és a fedezet értékének 
különbsége. Formálisan ugyanez: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = %
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
 (1) 

Ahol 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 a bankot érő veszteséget jelöli, 𝑇𝑇" a nemteljesítés időpontját, 𝐶𝐶+!!  pedig a fedezet értékesítéséből befolyó 
pénzáram értékét a nemteljesítés időpontjában. A 𝐶𝐶+!!, azaz a fedezetből befolyó pénzáram értéke a 
fedezetlikvidálás időpontjában vett értékének (𝐶𝐶!"  , ahol 𝑇𝑇# a likvidálás időpontja) 𝑟𝑟 elvárt hozam mellett diszkontált 
értéke, csökkentve a 𝑘𝑘 felmerülő költséghányaddal: 

𝐶𝐶+!! = 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"  (2) 

Modellezési szempontból a csődbe ment adósok ingatlanjainak diszkont tényezőjeként is értelmezhető a felmerülő 
költséghányad. Hasonlóképpen a fedezetek gyakori likvidálási csatornájául szolgáló ingatlanárverési diszkontként is. 
A bank által a fedezet pénzáramától elvárt hozam (𝑟𝑟) a kockázatmentes hozam és az elvárt kockázati prémium 
összegeként adódik, mely az egyedi ingatlanár bizonytalanságát kompenzálja. 

Felhasználva ez eddigieket (1. és 2. egyenlet) az LGD a következőképpen fejezhető ki a fedezet értékének 
függvényében: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!! = max	(0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ) (3) 

Ezen a ponton is felfedezhető a párhuzam a 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸 és egy long put opció kifizetése (a (#
)*"

	folyamatra, 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 strike-kal) 
között.  

Ebből adódóan a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸: 

𝐸𝐸[𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!!] = 𝐸𝐸 @max A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 BC (4) 

A várható érték így egy megfelelő 𝐶𝐶!	folyamat definiálását követően, az opció árazáshoz hasonló integrálegyenletek 
segítségével megkapható. Az opció árazással ellentétben, a várható LGD kiszámításához „real world” valószínűségi 
mérték használata szükséges, így lakásárfolyamat paramétereinek meghatározásakor a múltban megfigyelt adatokra 
szükséges támaszkodni.1 

1.3.2. Sztochasztikus lakásár folyamatok 

Egy megfelelő sztochasztikus folyamat feltételezése és definiálása után levezethető a fedezetérték eloszlása a 
likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+

,-./) és az egyedi 
kumulált loghozam (𝑌𝑌+-0-1) összegeként áll elő: 

𝑌𝑌+ = 𝑌𝑌+
,-./ + 𝑌𝑌+-0-1. (5) 

 
1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 
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1.3. Módszertan 
A következő két szakaszban egy Frontczak és Rostek (2015) modelljére épülő, sztochasztikus fedezeti érték melletti 
lakossági jelzáloghitel LGD modellt vezetek be röviden. Először a jelzáloghitelek LGD rátája és a fedezetként szolgáló 
ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
határozható meg a várható LGD értéke. Az LGD modellezési keretrendszer ismertetése után a modell kalibrációjának 
módszertanát részletezem, a becslési eljárást, a csődből adódó többletinformáció beépítését a fedezetérték várható 
hozamára, az egyedi szórás és a további paraméterek meghatározását. 

1.3.1. Sztochasztikus LGD modell 

A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
fedezetként szolgáló ingatlan piaci értéke meghaladja a banknak a nemteljesítéskor fennálló kitettségét (EAD), és a 
bank rögtön képes lenne költség nélkül pénzzé tenni azt a piaci áron, a bank vesztesége az ügyleten nulla lenne. 
Amennyiben a fedezet értékesítéséből befolyó pénzáram értéke (beleértve a pénz időértékét és a kezelési 
költségeket) nem fedezi a bank felé fennálló tartozást, a veszteség mértéke az EAD és a fedezet értékének 
különbsége. Formálisan ugyanez: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = %
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
 (1) 

Ahol 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 a bankot érő veszteséget jelöli, 𝑇𝑇" a nemteljesítés időpontját, 𝐶𝐶+!!  pedig a fedezet értékesítéséből befolyó 
pénzáram értékét a nemteljesítés időpontjában. A 𝐶𝐶+!!, azaz a fedezetből befolyó pénzáram értéke a 
fedezetlikvidálás időpontjában vett értékének (𝐶𝐶!"  , ahol 𝑇𝑇# a likvidálás időpontja) 𝑟𝑟 elvárt hozam mellett diszkontált 
értéke, csökkentve a 𝑘𝑘 felmerülő költséghányaddal: 

𝐶𝐶+!! = 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"  (2) 

Modellezési szempontból a csődbe ment adósok ingatlanjainak diszkont tényezőjeként is értelmezhető a felmerülő 
költséghányad. Hasonlóképpen a fedezetek gyakori likvidálási csatornájául szolgáló ingatlanárverési diszkontként is. 
A bank által a fedezet pénzáramától elvárt hozam (𝑟𝑟) a kockázatmentes hozam és az elvárt kockázati prémium 
összegeként adódik, mely az egyedi ingatlanár bizonytalanságát kompenzálja. 

Felhasználva ez eddigieket (1. és 2. egyenlet) az LGD a következőképpen fejezhető ki a fedezet értékének 
függvényében: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!! = max	(0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ) (3) 

Ezen a ponton is felfedezhető a párhuzam a 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸 és egy long put opció kifizetése (a (#
)*"

	folyamatra, 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 strike-kal) 
között.  

Ebből adódóan a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸: 

𝐸𝐸[𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!!] = 𝐸𝐸 @max A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 BC (4) 

A várható érték így egy megfelelő 𝐶𝐶!	folyamat definiálását követően, az opció árazáshoz hasonló integrálegyenletek 
segítségével megkapható. Az opció árazással ellentétben, a várható LGD kiszámításához „real world” valószínűségi 
mérték használata szükséges, így lakásárfolyamat paramétereinek meghatározásakor a múltban megfigyelt adatokra 
szükséges támaszkodni.1 

1.3.2. Sztochasztikus lakásár folyamatok 

Egy megfelelő sztochasztikus folyamat feltételezése és definiálása után levezethető a fedezetérték eloszlása a 
likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+

,-./) és az egyedi 
kumulált loghozam (𝑌𝑌+-0-1) összegeként áll elő: 

𝑌𝑌+ = 𝑌𝑌+
,-./ + 𝑌𝑌+-0-1. (5) 

 
1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 
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1.3. Módszertan 
A következő két szakaszban egy Frontczak és Rostek (2015) modelljére épülő, sztochasztikus fedezeti érték melletti 
lakossági jelzáloghitel LGD modellt vezetek be röviden. Először a jelzáloghitelek LGD rátája és a fedezetként szolgáló 
ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
határozható meg a várható LGD értéke. Az LGD modellezési keretrendszer ismertetése után a modell kalibrációjának 
módszertanát részletezem, a becslési eljárást, a csődből adódó többletinformáció beépítését a fedezetérték várható 
hozamára, az egyedi szórás és a további paraméterek meghatározását. 

1.3.1. Sztochasztikus LGD modell 

A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
fedezetként szolgáló ingatlan piaci értéke meghaladja a banknak a nemteljesítéskor fennálló kitettségét (EAD), és a 
bank rögtön képes lenne költség nélkül pénzzé tenni azt a piaci áron, a bank vesztesége az ügyleten nulla lenne. 
Amennyiben a fedezet értékesítéséből befolyó pénzáram értéke (beleértve a pénz időértékét és a kezelési 
költségeket) nem fedezi a bank felé fennálló tartozást, a veszteség mértéke az EAD és a fedezet értékének 
különbsége. Formálisan ugyanez: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = %
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
 (1) 

Ahol 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 a bankot érő veszteséget jelöli, 𝑇𝑇" a nemteljesítés időpontját, 𝐶𝐶+!!  pedig a fedezet értékesítéséből befolyó 
pénzáram értékét a nemteljesítés időpontjában. A 𝐶𝐶+!!, azaz a fedezetből befolyó pénzáram értéke a 
fedezetlikvidálás időpontjában vett értékének (𝐶𝐶!"  , ahol 𝑇𝑇# a likvidálás időpontja) 𝑟𝑟 elvárt hozam mellett diszkontált 
értéke, csökkentve a 𝑘𝑘 felmerülő költséghányaddal: 

𝐶𝐶+!! = 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"  (2) 

Modellezési szempontból a csődbe ment adósok ingatlanjainak diszkont tényezőjeként is értelmezhető a felmerülő 
költséghányad. Hasonlóképpen a fedezetek gyakori likvidálási csatornájául szolgáló ingatlanárverési diszkontként is. 
A bank által a fedezet pénzáramától elvárt hozam (𝑟𝑟) a kockázatmentes hozam és az elvárt kockázati prémium 
összegeként adódik, mely az egyedi ingatlanár bizonytalanságát kompenzálja. 

Felhasználva ez eddigieket (1. és 2. egyenlet) az LGD a következőképpen fejezhető ki a fedezet értékének 
függvényében: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!! = max	(0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ) (3) 

Ezen a ponton is felfedezhető a párhuzam a 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸 és egy long put opció kifizetése (a (#
)*"

	folyamatra, 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 strike-kal) 
között.  

Ebből adódóan a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸: 

𝐸𝐸[𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!!] = 𝐸𝐸 @max A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 BC (4) 

A várható érték így egy megfelelő 𝐶𝐶!	folyamat definiálását követően, az opció árazáshoz hasonló integrálegyenletek 
segítségével megkapható. Az opció árazással ellentétben, a várható LGD kiszámításához „real world” valószínűségi 
mérték használata szükséges, így lakásárfolyamat paramétereinek meghatározásakor a múltban megfigyelt adatokra 
szükséges támaszkodni.1 

1.3.2. Sztochasztikus lakásár folyamatok 

Egy megfelelő sztochasztikus folyamat feltételezése és definiálása után levezethető a fedezetérték eloszlása a 
likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+

,-./) és az egyedi 
kumulált loghozam (𝑌𝑌+-0-1) összegeként áll elő: 

𝑌𝑌+ = 𝑌𝑌+
,-./ + 𝑌𝑌+-0-1. (5) 

 
1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 

alikvidálásidőpontja)
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1.3. Módszertan 
A következő két szakaszban egy Frontczak és Rostek (2015) modelljére épülő, sztochasztikus fedezeti érték melletti 
lakossági jelzáloghitel LGD modellt vezetek be röviden. Először a jelzáloghitelek LGD rátája és a fedezetként szolgáló 
ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
határozható meg a várható LGD értéke. Az LGD modellezési keretrendszer ismertetése után a modell kalibrációjának 
módszertanát részletezem, a becslési eljárást, a csődből adódó többletinformáció beépítését a fedezetérték várható 
hozamára, az egyedi szórás és a további paraméterek meghatározását. 

1.3.1. Sztochasztikus LGD modell 

A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
fedezetként szolgáló ingatlan piaci értéke meghaladja a banknak a nemteljesítéskor fennálló kitettségét (EAD), és a 
bank rögtön képes lenne költség nélkül pénzzé tenni azt a piaci áron, a bank vesztesége az ügyleten nulla lenne. 
Amennyiben a fedezet értékesítéséből befolyó pénzáram értéke (beleértve a pénz időértékét és a kezelési 
költségeket) nem fedezi a bank felé fennálló tartozást, a veszteség mértéke az EAD és a fedezet értékének 
különbsége. Formálisan ugyanez: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = %
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
 (1) 

Ahol 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 a bankot érő veszteséget jelöli, 𝑇𝑇" a nemteljesítés időpontját, 𝐶𝐶+!!  pedig a fedezet értékesítéséből befolyó 
pénzáram értékét a nemteljesítés időpontjában. A 𝐶𝐶+!!, azaz a fedezetből befolyó pénzáram értéke a 
fedezetlikvidálás időpontjában vett értékének (𝐶𝐶!"  , ahol 𝑇𝑇# a likvidálás időpontja) 𝑟𝑟 elvárt hozam mellett diszkontált 
értéke, csökkentve a 𝑘𝑘 felmerülő költséghányaddal: 

𝐶𝐶+!! = 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"  (2) 

Modellezési szempontból a csődbe ment adósok ingatlanjainak diszkont tényezőjeként is értelmezhető a felmerülő 
költséghányad. Hasonlóképpen a fedezetek gyakori likvidálási csatornájául szolgáló ingatlanárverési diszkontként is. 
A bank által a fedezet pénzáramától elvárt hozam (𝑟𝑟) a kockázatmentes hozam és az elvárt kockázati prémium 
összegeként adódik, mely az egyedi ingatlanár bizonytalanságát kompenzálja. 

Felhasználva ez eddigieket (1. és 2. egyenlet) az LGD a következőképpen fejezhető ki a fedezet értékének 
függvényében: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!! = max	(0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ) (3) 

Ezen a ponton is felfedezhető a párhuzam a 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸 és egy long put opció kifizetése (a (#
)*"

	folyamatra, 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 strike-kal) 
között.  

Ebből adódóan a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸: 

𝐸𝐸[𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!!] = 𝐸𝐸 @max A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 BC (4) 

A várható érték így egy megfelelő 𝐶𝐶!	folyamat definiálását követően, az opció árazáshoz hasonló integrálegyenletek 
segítségével megkapható. Az opció árazással ellentétben, a várható LGD kiszámításához „real world” valószínűségi 
mérték használata szükséges, így lakásárfolyamat paramétereinek meghatározásakor a múltban megfigyelt adatokra 
szükséges támaszkodni.1 

1.3.2. Sztochasztikus lakásár folyamatok 

Egy megfelelő sztochasztikus folyamat feltételezése és definiálása után levezethető a fedezetérték eloszlása a 
likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+

,-./) és az egyedi 
kumulált loghozam (𝑌𝑌+-0-1) összegeként áll elő: 

𝑌𝑌+ = 𝑌𝑌+
,-./ + 𝑌𝑌+-0-1. (5) 

 
1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 

elvárthozammellettdiszkontáltértéke,csökkentve 
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1.3. Módszertan 
A következő két szakaszban egy Frontczak és Rostek (2015) modelljére épülő, sztochasztikus fedezeti érték melletti 
lakossági jelzáloghitel LGD modellt vezetek be röviden. Először a jelzáloghitelek LGD rátája és a fedezetként szolgáló 
ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
határozható meg a várható LGD értéke. Az LGD modellezési keretrendszer ismertetése után a modell kalibrációjának 
módszertanát részletezem, a becslési eljárást, a csődből adódó többletinformáció beépítését a fedezetérték várható 
hozamára, az egyedi szórás és a további paraméterek meghatározását. 

1.3.1. Sztochasztikus LGD modell 

A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
fedezetként szolgáló ingatlan piaci értéke meghaladja a banknak a nemteljesítéskor fennálló kitettségét (EAD), és a 
bank rögtön képes lenne költség nélkül pénzzé tenni azt a piaci áron, a bank vesztesége az ügyleten nulla lenne. 
Amennyiben a fedezet értékesítéséből befolyó pénzáram értéke (beleértve a pénz időértékét és a kezelési 
költségeket) nem fedezi a bank felé fennálló tartozást, a veszteség mértéke az EAD és a fedezet értékének 
különbsége. Formálisan ugyanez: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = %
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
 (1) 

Ahol 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 a bankot érő veszteséget jelöli, 𝑇𝑇" a nemteljesítés időpontját, 𝐶𝐶+!!  pedig a fedezet értékesítéséből befolyó 
pénzáram értékét a nemteljesítés időpontjában. A 𝐶𝐶+!!, azaz a fedezetből befolyó pénzáram értéke a 
fedezetlikvidálás időpontjában vett értékének (𝐶𝐶!"  , ahol 𝑇𝑇# a likvidálás időpontja) 𝑟𝑟 elvárt hozam mellett diszkontált 
értéke, csökkentve a 𝑘𝑘 felmerülő költséghányaddal: 

𝐶𝐶+!! = 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"  (2) 

Modellezési szempontból a csődbe ment adósok ingatlanjainak diszkont tényezőjeként is értelmezhető a felmerülő 
költséghányad. Hasonlóképpen a fedezetek gyakori likvidálási csatornájául szolgáló ingatlanárverési diszkontként is. 
A bank által a fedezet pénzáramától elvárt hozam (𝑟𝑟) a kockázatmentes hozam és az elvárt kockázati prémium 
összegeként adódik, mely az egyedi ingatlanár bizonytalanságát kompenzálja. 

Felhasználva ez eddigieket (1. és 2. egyenlet) az LGD a következőképpen fejezhető ki a fedezet értékének 
függvényében: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!! = max	(0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ) (3) 

Ezen a ponton is felfedezhető a párhuzam a 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸 és egy long put opció kifizetése (a (#
)*"

	folyamatra, 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 strike-kal) 
között.  

Ebből adódóan a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸: 

𝐸𝐸[𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!!] = 𝐸𝐸 @max A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 BC (4) 

A várható érték így egy megfelelő 𝐶𝐶!	folyamat definiálását követően, az opció árazáshoz hasonló integrálegyenletek 
segítségével megkapható. Az opció árazással ellentétben, a várható LGD kiszámításához „real world” valószínűségi 
mérték használata szükséges, így lakásárfolyamat paramétereinek meghatározásakor a múltban megfigyelt adatokra 
szükséges támaszkodni.1 

1.3.2. Sztochasztikus lakásár folyamatok 

Egy megfelelő sztochasztikus folyamat feltételezése és definiálása után levezethető a fedezetérték eloszlása a 
likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+

,-./) és az egyedi 
kumulált loghozam (𝑌𝑌+-0-1) összegeként áll elő: 

𝑌𝑌+ = 𝑌𝑌+
,-./ + 𝑌𝑌+-0-1. (5) 

 
1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 

felmerülőköltséghányaddal:
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1.3. Módszertan 
A következő két szakaszban egy Frontczak és Rostek (2015) modelljére épülő, sztochasztikus fedezeti érték melletti 
lakossági jelzáloghitel LGD modellt vezetek be röviden. Először a jelzáloghitelek LGD rátája és a fedezetként szolgáló 
ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
határozható meg a várható LGD értéke. Az LGD modellezési keretrendszer ismertetése után a modell kalibrációjának 
módszertanát részletezem, a becslési eljárást, a csődből adódó többletinformáció beépítését a fedezetérték várható 
hozamára, az egyedi szórás és a további paraméterek meghatározását. 

1.3.1. Sztochasztikus LGD modell 

A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
fedezetként szolgáló ingatlan piaci értéke meghaladja a banknak a nemteljesítéskor fennálló kitettségét (EAD), és a 
bank rögtön képes lenne költség nélkül pénzzé tenni azt a piaci áron, a bank vesztesége az ügyleten nulla lenne. 
Amennyiben a fedezet értékesítéséből befolyó pénzáram értéke (beleértve a pénz időértékét és a kezelési 
költségeket) nem fedezi a bank felé fennálló tartozást, a veszteség mértéke az EAD és a fedezet értékének 
különbsége. Formálisan ugyanez: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = %
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
 (1) 

Ahol 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 a bankot érő veszteséget jelöli, 𝑇𝑇" a nemteljesítés időpontját, 𝐶𝐶+!!  pedig a fedezet értékesítéséből befolyó 
pénzáram értékét a nemteljesítés időpontjában. A 𝐶𝐶+!!, azaz a fedezetből befolyó pénzáram értéke a 
fedezetlikvidálás időpontjában vett értékének (𝐶𝐶!"  , ahol 𝑇𝑇# a likvidálás időpontja) 𝑟𝑟 elvárt hozam mellett diszkontált 
értéke, csökkentve a 𝑘𝑘 felmerülő költséghányaddal: 

𝐶𝐶+!! = 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"  (2) 

Modellezési szempontból a csődbe ment adósok ingatlanjainak diszkont tényezőjeként is értelmezhető a felmerülő 
költséghányad. Hasonlóképpen a fedezetek gyakori likvidálási csatornájául szolgáló ingatlanárverési diszkontként is. 
A bank által a fedezet pénzáramától elvárt hozam (𝑟𝑟) a kockázatmentes hozam és az elvárt kockázati prémium 
összegeként adódik, mely az egyedi ingatlanár bizonytalanságát kompenzálja. 

Felhasználva ez eddigieket (1. és 2. egyenlet) az LGD a következőképpen fejezhető ki a fedezet értékének 
függvényében: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!! = max	(0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ) (3) 

Ezen a ponton is felfedezhető a párhuzam a 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸 és egy long put opció kifizetése (a (#
)*"

	folyamatra, 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 strike-kal) 
között.  

Ebből adódóan a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸: 

𝐸𝐸[𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!!] = 𝐸𝐸 @max A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 BC (4) 

A várható érték így egy megfelelő 𝐶𝐶!	folyamat definiálását követően, az opció árazáshoz hasonló integrálegyenletek 
segítségével megkapható. Az opció árazással ellentétben, a várható LGD kiszámításához „real world” valószínűségi 
mérték használata szükséges, így lakásárfolyamat paramétereinek meghatározásakor a múltban megfigyelt adatokra 
szükséges támaszkodni.1 

1.3.2. Sztochasztikus lakásár folyamatok 

Egy megfelelő sztochasztikus folyamat feltételezése és definiálása után levezethető a fedezetérték eloszlása a 
likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+

,-./) és az egyedi 
kumulált loghozam (𝑌𝑌+-0-1) összegeként áll elő: 

𝑌𝑌+ = 𝑌𝑌+
,-./ + 𝑌𝑌+-0-1. (5) 

 
1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 

 (2)

Modellezési szempontbóla csődbementadósok ingatlanjainakdiszkont tényezőjeként isértelmezhetőa felmerülő
költséghányad.Hasonlóképpenafedezetekgyakorilikvidálásicsatornájáulszolgálóingatlanárverésidiszkontkéntis.Abank
általafedezetpénzáramátólelvárthozam(r)akockázatmenteshozamésazelvártkockázatiprémiumösszegekéntadódik,
melyazegyediingatlanárbizonytalanságátkompenzálja.

Felhasználvaezeddigieket(1.és2.egyenlet)azLGDakövetkezőképpenfejezhetőkiafedezetértékénekfüggvényében:
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1.3. Módszertan 
A következő két szakaszban egy Frontczak és Rostek (2015) modelljére épülő, sztochasztikus fedezeti érték melletti 
lakossági jelzáloghitel LGD modellt vezetek be röviden. Először a jelzáloghitelek LGD rátája és a fedezetként szolgáló 
ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
határozható meg a várható LGD értéke. Az LGD modellezési keretrendszer ismertetése után a modell kalibrációjának 
módszertanát részletezem, a becslési eljárást, a csődből adódó többletinformáció beépítését a fedezetérték várható 
hozamára, az egyedi szórás és a további paraméterek meghatározását. 

1.3.1. Sztochasztikus LGD modell 

A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
fedezetként szolgáló ingatlan piaci értéke meghaladja a banknak a nemteljesítéskor fennálló kitettségét (EAD), és a 
bank rögtön képes lenne költség nélkül pénzzé tenni azt a piaci áron, a bank vesztesége az ügyleten nulla lenne. 
Amennyiben a fedezet értékesítéséből befolyó pénzáram értéke (beleértve a pénz időértékét és a kezelési 
költségeket) nem fedezi a bank felé fennálló tartozást, a veszteség mértéke az EAD és a fedezet értékének 
különbsége. Formálisan ugyanez: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = %
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
 (1) 

Ahol 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 a bankot érő veszteséget jelöli, 𝑇𝑇" a nemteljesítés időpontját, 𝐶𝐶+!!  pedig a fedezet értékesítéséből befolyó 
pénzáram értékét a nemteljesítés időpontjában. A 𝐶𝐶+!!, azaz a fedezetből befolyó pénzáram értéke a 
fedezetlikvidálás időpontjában vett értékének (𝐶𝐶!"  , ahol 𝑇𝑇# a likvidálás időpontja) 𝑟𝑟 elvárt hozam mellett diszkontált 
értéke, csökkentve a 𝑘𝑘 felmerülő költséghányaddal: 

𝐶𝐶+!! = 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"  (2) 

Modellezési szempontból a csődbe ment adósok ingatlanjainak diszkont tényezőjeként is értelmezhető a felmerülő 
költséghányad. Hasonlóképpen a fedezetek gyakori likvidálási csatornájául szolgáló ingatlanárverési diszkontként is. 
A bank által a fedezet pénzáramától elvárt hozam (𝑟𝑟) a kockázatmentes hozam és az elvárt kockázati prémium 
összegeként adódik, mely az egyedi ingatlanár bizonytalanságát kompenzálja. 

Felhasználva ez eddigieket (1. és 2. egyenlet) az LGD a következőképpen fejezhető ki a fedezet értékének 
függvényében: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!! = max	(0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ) (3) 

Ezen a ponton is felfedezhető a párhuzam a 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸 és egy long put opció kifizetése (a (#
)*"

	folyamatra, 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 strike-kal) 
között.  

Ebből adódóan a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸: 

𝐸𝐸[𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!!] = 𝐸𝐸 @max A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 BC (4) 

A várható érték így egy megfelelő 𝐶𝐶!	folyamat definiálását követően, az opció árazáshoz hasonló integrálegyenletek 
segítségével megkapható. Az opció árazással ellentétben, a várható LGD kiszámításához „real world” valószínűségi 
mérték használata szükséges, így lakásárfolyamat paramétereinek meghatározásakor a múltban megfigyelt adatokra 
szükséges támaszkodni.1 

1.3.2. Sztochasztikus lakásár folyamatok 

Egy megfelelő sztochasztikus folyamat feltételezése és definiálása után levezethető a fedezetérték eloszlása a 
likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+

,-./) és az egyedi 
kumulált loghozam (𝑌𝑌+-0-1) összegeként áll elő: 

𝑌𝑌+ = 𝑌𝑌+
,-./ + 𝑌𝑌+-0-1. (5) 

 
1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 

 (3)

EzenapontonisfelfedezhetőapárhuzamaLGDésegylongputopciókifizetése(a
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1.3. Módszertan 
A következő két szakaszban egy Frontczak és Rostek (2015) modelljére épülő, sztochasztikus fedezeti érték melletti 
lakossági jelzáloghitel LGD modellt vezetek be röviden. Először a jelzáloghitelek LGD rátája és a fedezetként szolgáló 
ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
határozható meg a várható LGD értéke. Az LGD modellezési keretrendszer ismertetése után a modell kalibrációjának 
módszertanát részletezem, a becslési eljárást, a csődből adódó többletinformáció beépítését a fedezetérték várható 
hozamára, az egyedi szórás és a további paraméterek meghatározását. 

1.3.1. Sztochasztikus LGD modell 

A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
fedezetként szolgáló ingatlan piaci értéke meghaladja a banknak a nemteljesítéskor fennálló kitettségét (EAD), és a 
bank rögtön képes lenne költség nélkül pénzzé tenni azt a piaci áron, a bank vesztesége az ügyleten nulla lenne. 
Amennyiben a fedezet értékesítéséből befolyó pénzáram értéke (beleértve a pénz időértékét és a kezelési 
költségeket) nem fedezi a bank felé fennálló tartozást, a veszteség mértéke az EAD és a fedezet értékének 
különbsége. Formálisan ugyanez: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = %
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
 (1) 

Ahol 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 a bankot érő veszteséget jelöli, 𝑇𝑇" a nemteljesítés időpontját, 𝐶𝐶+!!  pedig a fedezet értékesítéséből befolyó 
pénzáram értékét a nemteljesítés időpontjában. A 𝐶𝐶+!!, azaz a fedezetből befolyó pénzáram értéke a 
fedezetlikvidálás időpontjában vett értékének (𝐶𝐶!"  , ahol 𝑇𝑇# a likvidálás időpontja) 𝑟𝑟 elvárt hozam mellett diszkontált 
értéke, csökkentve a 𝑘𝑘 felmerülő költséghányaddal: 

𝐶𝐶+!! = 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"  (2) 

Modellezési szempontból a csődbe ment adósok ingatlanjainak diszkont tényezőjeként is értelmezhető a felmerülő 
költséghányad. Hasonlóképpen a fedezetek gyakori likvidálási csatornájául szolgáló ingatlanárverési diszkontként is. 
A bank által a fedezet pénzáramától elvárt hozam (𝑟𝑟) a kockázatmentes hozam és az elvárt kockázati prémium 
összegeként adódik, mely az egyedi ingatlanár bizonytalanságát kompenzálja. 

Felhasználva ez eddigieket (1. és 2. egyenlet) az LGD a következőképpen fejezhető ki a fedezet értékének 
függvényében: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!! = max	(0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ) (3) 

Ezen a ponton is felfedezhető a párhuzam a 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸 és egy long put opció kifizetése (a (#
)*"

	folyamatra, 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 strike-kal) 
között.  

Ebből adódóan a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸: 

𝐸𝐸[𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!!] = 𝐸𝐸 @max A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 BC (4) 

A várható érték így egy megfelelő 𝐶𝐶!	folyamat definiálását követően, az opció árazáshoz hasonló integrálegyenletek 
segítségével megkapható. Az opció árazással ellentétben, a várható LGD kiszámításához „real world” valószínűségi 
mérték használata szükséges, így lakásárfolyamat paramétereinek meghatározásakor a múltban megfigyelt adatokra 
szükséges támaszkodni.1 

1.3.2. Sztochasztikus lakásár folyamatok 

Egy megfelelő sztochasztikus folyamat feltételezése és definiálása után levezethető a fedezetérték eloszlása a 
likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+

,-./) és az egyedi 
kumulált loghozam (𝑌𝑌+-0-1) összegeként áll elő: 

𝑌𝑌+ = 𝑌𝑌+
,-./ + 𝑌𝑌+-0-1. (5) 

 
1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 

folyamatra,EADstrike-kal)között.

EbbőladódóanavárhatóLGD:
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1.3. Módszertan 
A következő két szakaszban egy Frontczak és Rostek (2015) modelljére épülő, sztochasztikus fedezeti érték melletti 
lakossági jelzáloghitel LGD modellt vezetek be röviden. Először a jelzáloghitelek LGD rátája és a fedezetként szolgáló 
ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
határozható meg a várható LGD értéke. Az LGD modellezési keretrendszer ismertetése után a modell kalibrációjának 
módszertanát részletezem, a becslési eljárást, a csődből adódó többletinformáció beépítését a fedezetérték várható 
hozamára, az egyedi szórás és a további paraméterek meghatározását. 

1.3.1. Sztochasztikus LGD modell 

A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
fedezetként szolgáló ingatlan piaci értéke meghaladja a banknak a nemteljesítéskor fennálló kitettségét (EAD), és a 
bank rögtön képes lenne költség nélkül pénzzé tenni azt a piaci áron, a bank vesztesége az ügyleten nulla lenne. 
Amennyiben a fedezet értékesítéséből befolyó pénzáram értéke (beleértve a pénz időértékét és a kezelési 
költségeket) nem fedezi a bank felé fennálló tartozást, a veszteség mértéke az EAD és a fedezet értékének 
különbsége. Formálisan ugyanez: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = %
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
 (1) 

Ahol 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 a bankot érő veszteséget jelöli, 𝑇𝑇" a nemteljesítés időpontját, 𝐶𝐶+!!  pedig a fedezet értékesítéséből befolyó 
pénzáram értékét a nemteljesítés időpontjában. A 𝐶𝐶+!!, azaz a fedezetből befolyó pénzáram értéke a 
fedezetlikvidálás időpontjában vett értékének (𝐶𝐶!"  , ahol 𝑇𝑇# a likvidálás időpontja) 𝑟𝑟 elvárt hozam mellett diszkontált 
értéke, csökkentve a 𝑘𝑘 felmerülő költséghányaddal: 

𝐶𝐶+!! = 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"  (2) 

Modellezési szempontból a csődbe ment adósok ingatlanjainak diszkont tényezőjeként is értelmezhető a felmerülő 
költséghányad. Hasonlóképpen a fedezetek gyakori likvidálási csatornájául szolgáló ingatlanárverési diszkontként is. 
A bank által a fedezet pénzáramától elvárt hozam (𝑟𝑟) a kockázatmentes hozam és az elvárt kockázati prémium 
összegeként adódik, mely az egyedi ingatlanár bizonytalanságát kompenzálja. 

Felhasználva ez eddigieket (1. és 2. egyenlet) az LGD a következőképpen fejezhető ki a fedezet értékének 
függvényében: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!! = max	(0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ) (3) 

Ezen a ponton is felfedezhető a párhuzam a 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸 és egy long put opció kifizetése (a (#
)*"

	folyamatra, 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 strike-kal) 
között.  

Ebből adódóan a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸: 

𝐸𝐸[𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!!] = 𝐸𝐸 @max A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 BC (4) 

A várható érték így egy megfelelő 𝐶𝐶!	folyamat definiálását követően, az opció árazáshoz hasonló integrálegyenletek 
segítségével megkapható. Az opció árazással ellentétben, a várható LGD kiszámításához „real world” valószínűségi 
mérték használata szükséges, így lakásárfolyamat paramétereinek meghatározásakor a múltban megfigyelt adatokra 
szükséges támaszkodni.1 

1.3.2. Sztochasztikus lakásár folyamatok 

Egy megfelelő sztochasztikus folyamat feltételezése és definiálása után levezethető a fedezetérték eloszlása a 
likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+
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1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 
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1.3. Módszertan 
A következő két szakaszban egy Frontczak és Rostek (2015) modelljére épülő, sztochasztikus fedezeti érték melletti 
lakossági jelzáloghitel LGD modellt vezetek be röviden. Először a jelzáloghitelek LGD rátája és a fedezetként szolgáló 
ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
határozható meg a várható LGD értéke. Az LGD modellezési keretrendszer ismertetése után a modell kalibrációjának 
módszertanát részletezem, a becslési eljárást, a csődből adódó többletinformáció beépítését a fedezetérték várható 
hozamára, az egyedi szórás és a további paraméterek meghatározását. 

1.3.1. Sztochasztikus LGD modell 

A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
fedezetként szolgáló ingatlan piaci értéke meghaladja a banknak a nemteljesítéskor fennálló kitettségét (EAD), és a 
bank rögtön képes lenne költség nélkül pénzzé tenni azt a piaci áron, a bank vesztesége az ügyleten nulla lenne. 
Amennyiben a fedezet értékesítéséből befolyó pénzáram értéke (beleértve a pénz időértékét és a kezelési 
költségeket) nem fedezi a bank felé fennálló tartozást, a veszteség mértéke az EAD és a fedezet értékének 
különbsége. Formálisan ugyanez: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = %
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
 (1) 

Ahol 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 a bankot érő veszteséget jelöli, 𝑇𝑇" a nemteljesítés időpontját, 𝐶𝐶+!!  pedig a fedezet értékesítéséből befolyó 
pénzáram értékét a nemteljesítés időpontjában. A 𝐶𝐶+!!, azaz a fedezetből befolyó pénzáram értéke a 
fedezetlikvidálás időpontjában vett értékének (𝐶𝐶!"  , ahol 𝑇𝑇# a likvidálás időpontja) 𝑟𝑟 elvárt hozam mellett diszkontált 
értéke, csökkentve a 𝑘𝑘 felmerülő költséghányaddal: 

𝐶𝐶+!! = 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"  (2) 

Modellezési szempontból a csődbe ment adósok ingatlanjainak diszkont tényezőjeként is értelmezhető a felmerülő 
költséghányad. Hasonlóképpen a fedezetek gyakori likvidálási csatornájául szolgáló ingatlanárverési diszkontként is. 
A bank által a fedezet pénzáramától elvárt hozam (𝑟𝑟) a kockázatmentes hozam és az elvárt kockázati prémium 
összegeként adódik, mely az egyedi ingatlanár bizonytalanságát kompenzálja. 

Felhasználva ez eddigieket (1. és 2. egyenlet) az LGD a következőképpen fejezhető ki a fedezet értékének 
függvényében: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!! = max	(0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ) (3) 

Ezen a ponton is felfedezhető a párhuzam a 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸 és egy long put opció kifizetése (a (#
)*"

	folyamatra, 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 strike-kal) 
között.  

Ebből adódóan a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸: 

𝐸𝐸[𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!!] = 𝐸𝐸 @max A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 BC (4) 

A várható érték így egy megfelelő 𝐶𝐶!	folyamat definiálását követően, az opció árazáshoz hasonló integrálegyenletek 
segítségével megkapható. Az opció árazással ellentétben, a várható LGD kiszámításához „real world” valószínűségi 
mérték használata szükséges, így lakásárfolyamat paramétereinek meghatározásakor a múltban megfigyelt adatokra 
szükséges támaszkodni.1 

1.3.2. Sztochasztikus lakásár folyamatok 

Egy megfelelő sztochasztikus folyamat feltételezése és definiálása után levezethető a fedezetérték eloszlása a 
likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+

,-./) és az egyedi 
kumulált loghozam (𝑌𝑌+-0-1) összegeként áll elő: 

𝑌𝑌+ = 𝑌𝑌+
,-./ + 𝑌𝑌+-0-1. (5) 

 
1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 
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likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+

,-./) és az egyedi 
kumulált loghozam (𝑌𝑌+-0-1) összegeként áll elő: 

𝑌𝑌+ = 𝑌𝑌+
,-./ + 𝑌𝑌+-0-1. (5) 

 
1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 

)ésazegyedikumuláltloghozam 
(
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1.3. Módszertan 
A következő két szakaszban egy Frontczak és Rostek (2015) modelljére épülő, sztochasztikus fedezeti érték melletti 
lakossági jelzáloghitel LGD modellt vezetek be röviden. Először a jelzáloghitelek LGD rátája és a fedezetként szolgáló 
ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
határozható meg a várható LGD értéke. Az LGD modellezési keretrendszer ismertetése után a modell kalibrációjának 
módszertanát részletezem, a becslési eljárást, a csődből adódó többletinformáció beépítését a fedezetérték várható 
hozamára, az egyedi szórás és a további paraméterek meghatározását. 

1.3.1. Sztochasztikus LGD modell 

A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
fedezetként szolgáló ingatlan piaci értéke meghaladja a banknak a nemteljesítéskor fennálló kitettségét (EAD), és a 
bank rögtön képes lenne költség nélkül pénzzé tenni azt a piaci áron, a bank vesztesége az ügyleten nulla lenne. 
Amennyiben a fedezet értékesítéséből befolyó pénzáram értéke (beleértve a pénz időértékét és a kezelési 
költségeket) nem fedezi a bank felé fennálló tartozást, a veszteség mértéke az EAD és a fedezet értékének 
különbsége. Formálisan ugyanez: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = %
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
 (1) 

Ahol 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 a bankot érő veszteséget jelöli, 𝑇𝑇" a nemteljesítés időpontját, 𝐶𝐶+!!  pedig a fedezet értékesítéséből befolyó 
pénzáram értékét a nemteljesítés időpontjában. A 𝐶𝐶+!!, azaz a fedezetből befolyó pénzáram értéke a 
fedezetlikvidálás időpontjában vett értékének (𝐶𝐶!"  , ahol 𝑇𝑇# a likvidálás időpontja) 𝑟𝑟 elvárt hozam mellett diszkontált 
értéke, csökkentve a 𝑘𝑘 felmerülő költséghányaddal: 

𝐶𝐶+!! = 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"  (2) 

Modellezési szempontból a csődbe ment adósok ingatlanjainak diszkont tényezőjeként is értelmezhető a felmerülő 
költséghányad. Hasonlóképpen a fedezetek gyakori likvidálási csatornájául szolgáló ingatlanárverési diszkontként is. 
A bank által a fedezet pénzáramától elvárt hozam (𝑟𝑟) a kockázatmentes hozam és az elvárt kockázati prémium 
összegeként adódik, mely az egyedi ingatlanár bizonytalanságát kompenzálja. 

Felhasználva ez eddigieket (1. és 2. egyenlet) az LGD a következőképpen fejezhető ki a fedezet értékének 
függvényében: 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!! = max	(0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ) (3) 

Ezen a ponton is felfedezhető a párhuzam a 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸 és egy long put opció kifizetése (a (#
)*"

	folyamatra, 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 strike-kal) 
között.  

Ebből adódóan a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸: 

𝐸𝐸[𝐿𝐿𝐿𝐿𝐸𝐸!!] = 𝐸𝐸 @max A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 BC (4) 

A várható érték így egy megfelelő 𝐶𝐶!	folyamat definiálását követően, az opció árazáshoz hasonló integrálegyenletek 
segítségével megkapható. Az opció árazással ellentétben, a várható LGD kiszámításához „real world” valószínűségi 
mérték használata szükséges, így lakásárfolyamat paramétereinek meghatározásakor a múltban megfigyelt adatokra 
szükséges támaszkodni.1 

1.3.2. Sztochasztikus lakásár folyamatok 

Egy megfelelő sztochasztikus folyamat feltételezése és definiálása után levezethető a fedezetérték eloszlása a 
likvidáció időpontjában. A fedezetérték-folyamatot egy általános ingatlanpiaci folyamat és egy egyedi ármozgásokat 
leíró folyamat összegeként modelleztem. A fedezetérték kumulált loghozama (𝑌𝑌+) így a piaci (𝑌𝑌+

,-./) és az egyedi 
kumulált loghozam (𝑌𝑌+-0-1) összegeként áll elő: 
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,-./ + 𝑌𝑌+-0-1. (5) 

 
1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
az ingatlanpiaci árváltozásokra. 
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 (5)

Afedezetértékszintjepedigakövetkezőegyenlőségállfent:
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A fedezetérték szintje pedig a következő egyenlőség áll fent: 

𝐶𝐶+ = 𝐶𝐶2𝑒𝑒(3$
%&'(43$

&)&*) = 𝐶𝐶2𝑒𝑒3$ . (6) 

 Fabozzi et al. (2012) az exponenciális Ornstein-Uhlenbeck (OU) folyamatot javasolja az ingatlanpiac árszintjének 
modellezésére. Ennek oka, hogy a folyamat kielégíti a nemzetközi lakóingatlanpiacokon megfigyelt három jelenséget: 

• Az ingatlanpiaci árakra jellemző, hogy rövidtávon ingadoznak, de emellett egy hosszútávú trendhez 
közelítenek (mean-reversion) 

• Az ingatlanpiaci hozamok autokorreláltak 
• Az ingatlanárak minden időszakban garantáltan pozitív értéket vesznek fel 

Amennyiben az ingatlanpiaci árak exponenciális OU folyamatot követnek, az árak logaritmusa (𝑌𝑌+
,-./), ami a 

lakásárindexek kumulált loghozamának is tekinthető, OU folyamatot követ, minden 0 < 𝑡𝑡	időszakban. Az OU 
folyamat dinamikáját definiáló sztochasztikus differenciálegyenlet, 

𝑑𝑑𝑌𝑌+
,-./ = I

𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./)L 𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎,-./𝑑𝑑𝑊𝑊+

,-./ (7) 

ahol 𝜑𝜑+ a logaritmizált lakásárindexekre jellemző hosszútávú trend, egy egyszerű lineáris modell alapján közelíthető. 
A 𝜅𝜅 jelölés a trendhez visszahúzás erejét jellemző paramétert, 𝜎𝜎,-./ pedig a folyamat volatiltását jelöli. A 𝑊𝑊+

,-./ 
jelölés a sztenderd Brown-mozgást jelöli, ami a folyamat bizonytalanságáért felel.2 Így az egyenlőség jobb oldalán álló 
három tag rendre a trendszerű növekedésért, a trendhez visszahúzásért, illetve a bizonytalanságért felelős tagok. 

A sztochasztikus differenciálegyenlet megoldása a következő Gauss-folyamat minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időpontra (lásd Appendix 
1.7.2): 

𝑌𝑌!
,-./ = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+

,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
,-./

!

+
 (8) 

A megoldás segítségével megadható (lásd Appendix 1.7.3) a feltételes növekedése a 𝑌𝑌+ folyamatnak (𝜇𝜇3), 
𝜇𝜇3

,-./ = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
,-./T𝑌𝑌+

,-./U = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (9) 

illetve a feltételes szórása (𝜎𝜎3
,-./) (lásd Appendix 1.7.4), 

𝜎𝜎3
,-./ = V𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

,-./T𝑌𝑌+
,-./U = 𝜎𝜎,-./X1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 . (10) 

A 10. egyenlet jobboldalán látható tag mutatja, milyen volatilitás csökkentő hatása van a trendhez visszahúzásnak. 
Érdemes még megjegyezni, hogy amennyiben a 𝜅𝜅 paraméter 0 közeli, azaz a trendhez visszahúzás nagyon gyenge, 
illetve nem létezik, az OU folyamat egy Brown-mozgássá redukálódik egy drifttel. Így a feltételes szórás is 𝜎𝜎,-./ -hez 
közelít, amennyiben a „mean-reversion” nem tudja tompítani a folyamat bizonytalanságát. 

A fedezetérték alakulása az általános ingatlanpiaci folyamatokon felül, az adott fedezet egyedi ármozgásai is hatással 
vannak. Ezeket az egyedi ármozgásokat a lakásárindexek nem tudják megragadni, hiszen céljuk pont ezek kiszűrése. 
Az egyedi, loghozamban mért ármozgásokra a következő feltételezésekkel éltem: 

• nulla várható értékűek 
• szórásuk az ingatlanok egyedi szórását tükrözik 
• függetlenek az általános ingatlanpiaci tendenciáktól 
• függetlenek a későbbi és korábbi egyedi ármozgásoktól 
• normális eloszlást követnek. 

Ebből adódóan a következő folyamattal írhatóak le a kumulált egyedi loghozamok (𝑌𝑌+-0-1): 
𝑑𝑑𝑌𝑌+-0-1 = 𝜎𝜎-0-1𝑑𝑑𝑊𝑊+

-0-1,	 (11) 

ahol 𝜎𝜎-0-1 az egyedi loghozamok szórása, 𝑊𝑊+
-0-1	 egy sztenderd Brown-mozgás, ami független a piaci hozamokat 

alakító 𝑊𝑊+
,-./ folyamattól. A folyamat megoldása alapján adódik (lásd 1.7.5 Appendix), hogy feltételes varianciája a 

következő: 
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (12) 

 
2 A sztochasztikus differenciálegyenlet a Vasicek-féle kamatláb modell kibővítésének tekinthető, hosszútávú átlag helyett trenddel. 

 (6)
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ingatlan értéke közötti összefüggést vezetem be. Ezt követően a sztochasztikusan változó ingatlanár folyamatot 
definiálom, majd ennek segítségével az ingatlanárak eloszlását határozom meg. A két komponens segítségével 
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A jelzáloghitelek nemteljesítésének esetén a bank számára a fedezet tompíthatja az elszenvedett veszteségeket. Ha a 
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𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐶𝐶+!! , ℎ𝑎𝑎	𝐶𝐶+!! < 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

0, ℎ𝑎𝑎	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝐶𝐶+!!
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)*"
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1 A fenti gondolatmenet során replikáló portfolió összeállítására nincs szükség – abban az esetben lenne rá szükség, ha azt 
vizsgálnánk, hogy tudja a bank ingatlanpiaci eszközök segítségével létrehozott replikákkal fedezni az LGD-n keresztüli kitettségét 
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),amialakásárindexek
kumuláltloghozamánakistekinthető,OUfolyamatotkövet,mindenidőszakban.AzOUfolyamatdinamikájátdefiniáló
sztochasztikusdifferenciálegyenlet,
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A fedezetérték szintje pedig a következő egyenlőség áll fent: 

𝐶𝐶+ = 𝐶𝐶2𝑒𝑒(3$
%&'(43$

&)&*) = 𝐶𝐶2𝑒𝑒3$ . (6) 

 Fabozzi et al. (2012) az exponenciális Ornstein-Uhlenbeck (OU) folyamatot javasolja az ingatlanpiac árszintjének 
modellezésére. Ennek oka, hogy a folyamat kielégíti a nemzetközi lakóingatlanpiacokon megfigyelt három jelenséget: 

• Az ingatlanpiaci árakra jellemző, hogy rövidtávon ingadoznak, de emellett egy hosszútávú trendhez 
közelítenek (mean-reversion) 

• Az ingatlanpiaci hozamok autokorreláltak 
• Az ingatlanárak minden időszakban garantáltan pozitív értéket vesznek fel 

Amennyiben az ingatlanpiaci árak exponenciális OU folyamatot követnek, az árak logaritmusa (𝑌𝑌+
,-./), ami a 

lakásárindexek kumulált loghozamának is tekinthető, OU folyamatot követ, minden 0 < 𝑡𝑡	időszakban. Az OU 
folyamat dinamikáját definiáló sztochasztikus differenciálegyenlet, 

𝑑𝑑𝑌𝑌+
,-./ = I

𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./)L 𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎,-./𝑑𝑑𝑊𝑊+

,-./ (7) 

ahol 𝜑𝜑+ a logaritmizált lakásárindexekre jellemző hosszútávú trend, egy egyszerű lineáris modell alapján közelíthető. 
A 𝜅𝜅 jelölés a trendhez visszahúzás erejét jellemző paramétert, 𝜎𝜎,-./ pedig a folyamat volatiltását jelöli. A 𝑊𝑊+

,-./ 
jelölés a sztenderd Brown-mozgást jelöli, ami a folyamat bizonytalanságáért felel.2 Így az egyenlőség jobb oldalán álló 
három tag rendre a trendszerű növekedésért, a trendhez visszahúzásért, illetve a bizonytalanságért felelős tagok. 

A sztochasztikus differenciálegyenlet megoldása a következő Gauss-folyamat minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időpontra (lásd Appendix 
1.7.2): 

𝑌𝑌!
,-./ = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+

,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
,-./

!

+
 (8) 

A megoldás segítségével megadható (lásd Appendix 1.7.3) a feltételes növekedése a 𝑌𝑌+ folyamatnak (𝜇𝜇3), 
𝜇𝜇3

,-./ = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
,-./T𝑌𝑌+

,-./U = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (9) 

illetve a feltételes szórása (𝜎𝜎3
,-./) (lásd Appendix 1.7.4), 

𝜎𝜎3
,-./ = V𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

,-./T𝑌𝑌+
,-./U = 𝜎𝜎,-./X1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 . (10) 

A 10. egyenlet jobboldalán látható tag mutatja, milyen volatilitás csökkentő hatása van a trendhez visszahúzásnak. 
Érdemes még megjegyezni, hogy amennyiben a 𝜅𝜅 paraméter 0 közeli, azaz a trendhez visszahúzás nagyon gyenge, 
illetve nem létezik, az OU folyamat egy Brown-mozgássá redukálódik egy drifttel. Így a feltételes szórás is 𝜎𝜎,-./ -hez 
közelít, amennyiben a „mean-reversion” nem tudja tompítani a folyamat bizonytalanságát. 

A fedezetérték alakulása az általános ingatlanpiaci folyamatokon felül, az adott fedezet egyedi ármozgásai is hatással 
vannak. Ezeket az egyedi ármozgásokat a lakásárindexek nem tudják megragadni, hiszen céljuk pont ezek kiszűrése. 
Az egyedi, loghozamban mért ármozgásokra a következő feltételezésekkel éltem: 

• nulla várható értékűek 
• szórásuk az ingatlanok egyedi szórását tükrözik 
• függetlenek az általános ingatlanpiaci tendenciáktól 
• függetlenek a későbbi és korábbi egyedi ármozgásoktól 
• normális eloszlást követnek. 

Ebből adódóan a következő folyamattal írhatóak le a kumulált egyedi loghozamok (𝑌𝑌+-0-1): 
𝑑𝑑𝑌𝑌+-0-1 = 𝜎𝜎-0-1𝑑𝑑𝑊𝑊+

-0-1,	 (11) 

ahol 𝜎𝜎-0-1 az egyedi loghozamok szórása, 𝑊𝑊+
-0-1	 egy sztenderd Brown-mozgás, ami független a piaci hozamokat 

alakító 𝑊𝑊+
,-./ folyamattól. A folyamat megoldása alapján adódik (lásd 1.7.5 Appendix), hogy feltételes varianciája a 

következő: 
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (12) 

 
2 A sztochasztikus differenciálegyenlet a Vasicek-féle kamatláb modell kibővítésének tekinthető, hosszútávú átlag helyett trenddel. 

 (7)

ahol
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a logaritmizált lakásárindexekrejellemzőhosszútávútrend,egyegyszerűlineárismodellalapjánközelíthető.
Ajelölésatrendhezvisszahúzáserejétjellemzőparamétert,
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három tag rendre a trendszerű növekedésért, a trendhez visszahúzásért, illetve a bizonytalanságért felelős tagok. 

A sztochasztikus differenciálegyenlet megoldása a következő Gauss-folyamat minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időpontra (lásd Appendix 
1.7.2): 

𝑌𝑌!
,-./ = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+

,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
,-./

!

+
 (8) 

A megoldás segítségével megadható (lásd Appendix 1.7.3) a feltételes növekedése a 𝑌𝑌+ folyamatnak (𝜇𝜇3), 
𝜇𝜇3

,-./ = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
,-./T𝑌𝑌+

,-./U = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (9) 

illetve a feltételes szórása (𝜎𝜎3
,-./) (lásd Appendix 1.7.4), 

𝜎𝜎3
,-./ = V𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

,-./T𝑌𝑌+
,-./U = 𝜎𝜎,-./X1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 . (10) 

A 10. egyenlet jobboldalán látható tag mutatja, milyen volatilitás csökkentő hatása van a trendhez visszahúzásnak. 
Érdemes még megjegyezni, hogy amennyiben a 𝜅𝜅 paraméter 0 közeli, azaz a trendhez visszahúzás nagyon gyenge, 
illetve nem létezik, az OU folyamat egy Brown-mozgássá redukálódik egy drifttel. Így a feltételes szórás is 𝜎𝜎,-./ -hez 
közelít, amennyiben a „mean-reversion” nem tudja tompítani a folyamat bizonytalanságát. 

A fedezetérték alakulása az általános ingatlanpiaci folyamatokon felül, az adott fedezet egyedi ármozgásai is hatással 
vannak. Ezeket az egyedi ármozgásokat a lakásárindexek nem tudják megragadni, hiszen céljuk pont ezek kiszűrése. 
Az egyedi, loghozamban mért ármozgásokra a következő feltételezésekkel éltem: 

• nulla várható értékűek 
• szórásuk az ingatlanok egyedi szórását tükrözik 
• függetlenek az általános ingatlanpiaci tendenciáktól 
• függetlenek a későbbi és korábbi egyedi ármozgásoktól 
• normális eloszlást követnek. 

Ebből adódóan a következő folyamattal írhatóak le a kumulált egyedi loghozamok (𝑌𝑌+-0-1): 
𝑑𝑑𝑌𝑌+-0-1 = 𝜎𝜎-0-1𝑑𝑑𝑊𝑊+

-0-1,	 (11) 

ahol 𝜎𝜎-0-1 az egyedi loghozamok szórása, 𝑊𝑊+
-0-1	 egy sztenderd Brown-mozgás, ami független a piaci hozamokat 

alakító 𝑊𝑊+
,-./ folyamattól. A folyamat megoldása alapján adódik (lásd 1.7.5 Appendix), hogy feltételes varianciája a 

következő: 
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (12) 

 
2 A sztochasztikus differenciálegyenlet a Vasicek-féle kamatláb modell kibővítésének tekinthető, hosszútávú átlag helyett trenddel. 

pedigafolyamatvolatiltásátjelöli.A

 

 8/31 

A fedezetérték szintje pedig a következő egyenlőség áll fent: 

𝐶𝐶+ = 𝐶𝐶2𝑒𝑒(3$
%&'(43$

&)&*) = 𝐶𝐶2𝑒𝑒3$ . (6) 

 Fabozzi et al. (2012) az exponenciális Ornstein-Uhlenbeck (OU) folyamatot javasolja az ingatlanpiac árszintjének 
modellezésére. Ennek oka, hogy a folyamat kielégíti a nemzetközi lakóingatlanpiacokon megfigyelt három jelenséget: 

• Az ingatlanpiaci árakra jellemző, hogy rövidtávon ingadoznak, de emellett egy hosszútávú trendhez 
közelítenek (mean-reversion) 

• Az ingatlanpiaci hozamok autokorreláltak 
• Az ingatlanárak minden időszakban garantáltan pozitív értéket vesznek fel 

Amennyiben az ingatlanpiaci árak exponenciális OU folyamatot követnek, az árak logaritmusa (𝑌𝑌+
,-./), ami a 

lakásárindexek kumulált loghozamának is tekinthető, OU folyamatot követ, minden 0 < 𝑡𝑡	időszakban. Az OU 
folyamat dinamikáját definiáló sztochasztikus differenciálegyenlet, 

𝑑𝑑𝑌𝑌+
,-./ = I

𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./)L 𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎,-./𝑑𝑑𝑊𝑊+

,-./ (7) 

ahol 𝜑𝜑+ a logaritmizált lakásárindexekre jellemző hosszútávú trend, egy egyszerű lineáris modell alapján közelíthető. 
A 𝜅𝜅 jelölés a trendhez visszahúzás erejét jellemző paramétert, 𝜎𝜎,-./ pedig a folyamat volatiltását jelöli. A 𝑊𝑊+

,-./ 
jelölés a sztenderd Brown-mozgást jelöli, ami a folyamat bizonytalanságáért felel.2 Így az egyenlőség jobb oldalán álló 
három tag rendre a trendszerű növekedésért, a trendhez visszahúzásért, illetve a bizonytalanságért felelős tagok. 

A sztochasztikus differenciálegyenlet megoldása a következő Gauss-folyamat minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időpontra (lásd Appendix 
1.7.2): 

𝑌𝑌!
,-./ = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+

,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
,-./

!

+
 (8) 

A megoldás segítségével megadható (lásd Appendix 1.7.3) a feltételes növekedése a 𝑌𝑌+ folyamatnak (𝜇𝜇3), 
𝜇𝜇3

,-./ = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
,-./T𝑌𝑌+

,-./U = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (9) 

illetve a feltételes szórása (𝜎𝜎3
,-./) (lásd Appendix 1.7.4), 

𝜎𝜎3
,-./ = V𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

,-./T𝑌𝑌+
,-./U = 𝜎𝜎,-./X1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 . (10) 

A 10. egyenlet jobboldalán látható tag mutatja, milyen volatilitás csökkentő hatása van a trendhez visszahúzásnak. 
Érdemes még megjegyezni, hogy amennyiben a 𝜅𝜅 paraméter 0 közeli, azaz a trendhez visszahúzás nagyon gyenge, 
illetve nem létezik, az OU folyamat egy Brown-mozgássá redukálódik egy drifttel. Így a feltételes szórás is 𝜎𝜎,-./ -hez 
közelít, amennyiben a „mean-reversion” nem tudja tompítani a folyamat bizonytalanságát. 

A fedezetérték alakulása az általános ingatlanpiaci folyamatokon felül, az adott fedezet egyedi ármozgásai is hatással 
vannak. Ezeket az egyedi ármozgásokat a lakásárindexek nem tudják megragadni, hiszen céljuk pont ezek kiszűrése. 
Az egyedi, loghozamban mért ármozgásokra a következő feltételezésekkel éltem: 

• nulla várható értékűek 
• szórásuk az ingatlanok egyedi szórását tükrözik 
• függetlenek az általános ingatlanpiaci tendenciáktól 
• függetlenek a későbbi és korábbi egyedi ármozgásoktól 
• normális eloszlást követnek. 

Ebből adódóan a következő folyamattal írhatóak le a kumulált egyedi loghozamok (𝑌𝑌+-0-1): 
𝑑𝑑𝑌𝑌+-0-1 = 𝜎𝜎-0-1𝑑𝑑𝑊𝑊+

-0-1,	 (11) 

ahol 𝜎𝜎-0-1 az egyedi loghozamok szórása, 𝑊𝑊+
-0-1	 egy sztenderd Brown-mozgás, ami független a piaci hozamokat 

alakító 𝑊𝑊+
,-./ folyamattól. A folyamat megoldása alapján adódik (lásd 1.7.5 Appendix), hogy feltételes varianciája a 

következő: 
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (12) 

 
2 A sztochasztikus differenciálegyenlet a Vasicek-féle kamatláb modell kibővítésének tekinthető, hosszútávú átlag helyett trenddel. 

jelölés
asztenderdBrown-mozgástjelöli,amiafolyamatbizonytalanságáértfelel.2Ígyazegyenlőségjobboldalánállóháromtag
rendreatrendszerűnövekedésért,atrendhezvisszahúzásért,illetveabizonytalanságértfelelőstagok.

AsztochasztikusdifferenciálegyenletmegoldásaakövetkezőGauss-folyamatmindenidőpontra(lásdMelléklet8.2):
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ahol 𝜑𝜑+ a logaritmizált lakásárindexekre jellemző hosszútávú trend, egy egyszerű lineáris modell alapján közelíthető. 
A 𝜅𝜅 jelölés a trendhez visszahúzás erejét jellemző paramétert, 𝜎𝜎,-./ pedig a folyamat volatiltását jelöli. A 𝑊𝑊+
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jelölés a sztenderd Brown-mozgást jelöli, ami a folyamat bizonytalanságáért felel.2 Így az egyenlőség jobb oldalán álló 
három tag rendre a trendszerű növekedésért, a trendhez visszahúzásért, illetve a bizonytalanságért felelős tagok. 

A sztochasztikus differenciálegyenlet megoldása a következő Gauss-folyamat minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időpontra (lásd Appendix 
1.7.2): 
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,-./ = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
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A megoldás segítségével megadható (lásd Appendix 1.7.3) a feltételes növekedése a 𝑌𝑌+ folyamatnak (𝜇𝜇3), 
𝜇𝜇3

,-./ = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
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A 10. egyenlet jobboldalán látható tag mutatja, milyen volatilitás csökkentő hatása van a trendhez visszahúzásnak. 
Érdemes még megjegyezni, hogy amennyiben a 𝜅𝜅 paraméter 0 közeli, azaz a trendhez visszahúzás nagyon gyenge, 
illetve nem létezik, az OU folyamat egy Brown-mozgássá redukálódik egy drifttel. Így a feltételes szórás is 𝜎𝜎,-./ -hez 
közelít, amennyiben a „mean-reversion” nem tudja tompítani a folyamat bizonytalanságát. 

A fedezetérték alakulása az általános ingatlanpiaci folyamatokon felül, az adott fedezet egyedi ármozgásai is hatással 
vannak. Ezeket az egyedi ármozgásokat a lakásárindexek nem tudják megragadni, hiszen céljuk pont ezek kiszűrése. 
Az egyedi, loghozamban mért ármozgásokra a következő feltételezésekkel éltem: 

• nulla várható értékűek 
• szórásuk az ingatlanok egyedi szórását tükrözik 
• függetlenek az általános ingatlanpiaci tendenciáktól 
• függetlenek a későbbi és korábbi egyedi ármozgásoktól 
• normális eloszlást követnek. 

Ebből adódóan a következő folyamattal írhatóak le a kumulált egyedi loghozamok (𝑌𝑌+-0-1): 
𝑑𝑑𝑌𝑌+-0-1 = 𝜎𝜎-0-1𝑑𝑑𝑊𝑊+

-0-1,	 (11) 

ahol 𝜎𝜎-0-1 az egyedi loghozamok szórása, 𝑊𝑊+
-0-1	 egy sztenderd Brown-mozgás, ami független a piaci hozamokat 

alakító 𝑊𝑊+
,-./ folyamattól. A folyamat megoldása alapján adódik (lásd 1.7.5 Appendix), hogy feltételes varianciája a 

következő: 
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!
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2 A sztochasztikus differenciálegyenlet a Vasicek-féle kamatláb modell kibővítésének tekinthető, hosszútávú átlag helyett trenddel. 

 (8)

1  Afentigondolatmenetsoránreplikálóportfolióösszeállításáranincsszükség–abbanazesetbenlennerászükség,haaztvizsgálnánk,hogytudja
abankingatlanpiacieszközöksegítségévellétrehozottreplikákkalfedezniazLGD-nkeresztülikitettségétazingatlanpiaciárváltozásokra.

2AsztochasztikusdifferenciálegyenletaVasicek-félekamatlábmodellkibővítésénektekinthető,hosszútávúátlaghelyetttrenddel.
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Érdemes még megjegyezni, hogy amennyiben a 𝜅𝜅 paraméter 0 közeli, azaz a trendhez visszahúzás nagyon gyenge, 
illetve nem létezik, az OU folyamat egy Brown-mozgássá redukálódik egy drifttel. Így a feltételes szórás is 𝜎𝜎,-./ -hez 
közelít, amennyiben a „mean-reversion” nem tudja tompítani a folyamat bizonytalanságát. 

A fedezetérték alakulása az általános ingatlanpiaci folyamatokon felül, az adott fedezet egyedi ármozgásai is hatással 
vannak. Ezeket az egyedi ármozgásokat a lakásárindexek nem tudják megragadni, hiszen céljuk pont ezek kiszűrése. 
Az egyedi, loghozamban mért ármozgásokra a következő feltételezésekkel éltem: 

• nulla várható értékűek 
• szórásuk az ingatlanok egyedi szórását tükrözik 
• függetlenek az általános ingatlanpiaci tendenciáktól 
• függetlenek a későbbi és korábbi egyedi ármozgásoktól 
• normális eloszlást követnek. 

Ebből adódóan a következő folyamattal írhatóak le a kumulált egyedi loghozamok (𝑌𝑌+-0-1): 
𝑑𝑑𝑌𝑌+-0-1 = 𝜎𝜎-0-1𝑑𝑑𝑊𝑊+

-0-1,	 (11) 

ahol 𝜎𝜎-0-1 az egyedi loghozamok szórása, 𝑊𝑊+
-0-1	 egy sztenderd Brown-mozgás, ami független a piaci hozamokat 

alakító 𝑊𝑊+
,-./ folyamattól. A folyamat megoldása alapján adódik (lásd 1.7.5 Appendix), hogy feltételes varianciája a 

következő: 
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (12) 

 
2 A sztochasztikus differenciálegyenlet a Vasicek-féle kamatláb modell kibővítésének tekinthető, hosszútávú átlag helyett trenddel. 
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A fedezetérték szintje pedig a következő egyenlőség áll fent: 

𝐶𝐶+ = 𝐶𝐶2𝑒𝑒(3$
%&'(43$

&)&*) = 𝐶𝐶2𝑒𝑒3$ . (6) 

 Fabozzi et al. (2012) az exponenciális Ornstein-Uhlenbeck (OU) folyamatot javasolja az ingatlanpiac árszintjének 
modellezésére. Ennek oka, hogy a folyamat kielégíti a nemzetközi lakóingatlanpiacokon megfigyelt három jelenséget: 

• Az ingatlanpiaci árakra jellemző, hogy rövidtávon ingadoznak, de emellett egy hosszútávú trendhez 
közelítenek (mean-reversion) 

• Az ingatlanpiaci hozamok autokorreláltak 
• Az ingatlanárak minden időszakban garantáltan pozitív értéket vesznek fel 

Amennyiben az ingatlanpiaci árak exponenciális OU folyamatot követnek, az árak logaritmusa (𝑌𝑌+
,-./), ami a 

lakásárindexek kumulált loghozamának is tekinthető, OU folyamatot követ, minden 0 < 𝑡𝑡	időszakban. Az OU 
folyamat dinamikáját definiáló sztochasztikus differenciálegyenlet, 

𝑑𝑑𝑌𝑌+
,-./ = I

𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./)L 𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎,-./𝑑𝑑𝑊𝑊+

,-./ (7) 

ahol 𝜑𝜑+ a logaritmizált lakásárindexekre jellemző hosszútávú trend, egy egyszerű lineáris modell alapján közelíthető. 
A 𝜅𝜅 jelölés a trendhez visszahúzás erejét jellemző paramétert, 𝜎𝜎,-./ pedig a folyamat volatiltását jelöli. A 𝑊𝑊+

,-./ 
jelölés a sztenderd Brown-mozgást jelöli, ami a folyamat bizonytalanságáért felel.2 Így az egyenlőség jobb oldalán álló 
három tag rendre a trendszerű növekedésért, a trendhez visszahúzásért, illetve a bizonytalanságért felelős tagok. 

A sztochasztikus differenciálegyenlet megoldása a következő Gauss-folyamat minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időpontra (lásd Appendix 
1.7.2): 

𝑌𝑌!
,-./ = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+

,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
,-./

!

+
 (8) 

A megoldás segítségével megadható (lásd Appendix 1.7.3) a feltételes növekedése a 𝑌𝑌+ folyamatnak (𝜇𝜇3), 
𝜇𝜇3

,-./ = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
,-./T𝑌𝑌+

,-./U = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (9) 

illetve a feltételes szórása (𝜎𝜎3
,-./) (lásd Appendix 1.7.4), 

𝜎𝜎3
,-./ = V𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

,-./T𝑌𝑌+
,-./U = 𝜎𝜎,-./X1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 . (10) 

A 10. egyenlet jobboldalán látható tag mutatja, milyen volatilitás csökkentő hatása van a trendhez visszahúzásnak. 
Érdemes még megjegyezni, hogy amennyiben a 𝜅𝜅 paraméter 0 közeli, azaz a trendhez visszahúzás nagyon gyenge, 
illetve nem létezik, az OU folyamat egy Brown-mozgássá redukálódik egy drifttel. Így a feltételes szórás is 𝜎𝜎,-./ -hez 
közelít, amennyiben a „mean-reversion” nem tudja tompítani a folyamat bizonytalanságát. 

A fedezetérték alakulása az általános ingatlanpiaci folyamatokon felül, az adott fedezet egyedi ármozgásai is hatással 
vannak. Ezeket az egyedi ármozgásokat a lakásárindexek nem tudják megragadni, hiszen céljuk pont ezek kiszűrése. 
Az egyedi, loghozamban mért ármozgásokra a következő feltételezésekkel éltem: 

• nulla várható értékűek 
• szórásuk az ingatlanok egyedi szórását tükrözik 
• függetlenek az általános ingatlanpiaci tendenciáktól 
• függetlenek a későbbi és korábbi egyedi ármozgásoktól 
• normális eloszlást követnek. 

Ebből adódóan a következő folyamattal írhatóak le a kumulált egyedi loghozamok (𝑌𝑌+-0-1): 
𝑑𝑑𝑌𝑌+-0-1 = 𝜎𝜎-0-1𝑑𝑑𝑊𝑊+

-0-1,	 (11) 

ahol 𝜎𝜎-0-1 az egyedi loghozamok szórása, 𝑊𝑊+
-0-1	 egy sztenderd Brown-mozgás, ami független a piaci hozamokat 

alakító 𝑊𝑊+
,-./ folyamattól. A folyamat megoldása alapján adódik (lásd 1.7.5 Appendix), hogy feltételes varianciája a 

következő: 
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (12) 

 
2 A sztochasztikus differenciálegyenlet a Vasicek-féle kamatláb modell kibővítésének tekinthető, hosszútávú átlag helyett trenddel. 
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közelítenek (mean-reversion) 

• Az ingatlanpiaci hozamok autokorreláltak 
• Az ingatlanárak minden időszakban garantáltan pozitív értéket vesznek fel 

Amennyiben az ingatlanpiaci árak exponenciális OU folyamatot követnek, az árak logaritmusa (𝑌𝑌+
,-./), ami a 

lakásárindexek kumulált loghozamának is tekinthető, OU folyamatot követ, minden 0 < 𝑡𝑡	időszakban. Az OU 
folyamat dinamikáját definiáló sztochasztikus differenciálegyenlet, 
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ahol 𝜑𝜑+ a logaritmizált lakásárindexekre jellemző hosszútávú trend, egy egyszerű lineáris modell alapján közelíthető. 
A 𝜅𝜅 jelölés a trendhez visszahúzás erejét jellemző paramétert, 𝜎𝜎,-./ pedig a folyamat volatiltását jelöli. A 𝑊𝑊+

,-./ 
jelölés a sztenderd Brown-mozgást jelöli, ami a folyamat bizonytalanságáért felel.2 Így az egyenlőség jobb oldalán álló 
három tag rendre a trendszerű növekedésért, a trendhez visszahúzásért, illetve a bizonytalanságért felelős tagok. 

A sztochasztikus differenciálegyenlet megoldása a következő Gauss-folyamat minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időpontra (lásd Appendix 
1.7.2): 

𝑌𝑌!
,-./ = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+

,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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A megoldás segítségével megadható (lásd Appendix 1.7.3) a feltételes növekedése a 𝑌𝑌+ folyamatnak (𝜇𝜇3), 
𝜇𝜇3

,-./ = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
,-./T𝑌𝑌+

,-./U = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
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,-./) (lásd Appendix 1.7.4), 
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A 10. egyenlet jobboldalán látható tag mutatja, milyen volatilitás csökkentő hatása van a trendhez visszahúzásnak. 
Érdemes még megjegyezni, hogy amennyiben a 𝜅𝜅 paraméter 0 közeli, azaz a trendhez visszahúzás nagyon gyenge, 
illetve nem létezik, az OU folyamat egy Brown-mozgássá redukálódik egy drifttel. Így a feltételes szórás is 𝜎𝜎,-./ -hez 
közelít, amennyiben a „mean-reversion” nem tudja tompítani a folyamat bizonytalanságát. 

A fedezetérték alakulása az általános ingatlanpiaci folyamatokon felül, az adott fedezet egyedi ármozgásai is hatással 
vannak. Ezeket az egyedi ármozgásokat a lakásárindexek nem tudják megragadni, hiszen céljuk pont ezek kiszűrése. 
Az egyedi, loghozamban mért ármozgásokra a következő feltételezésekkel éltem: 

• nulla várható értékűek 
• szórásuk az ingatlanok egyedi szórását tükrözik 
• függetlenek az általános ingatlanpiaci tendenciáktól 
• függetlenek a későbbi és korábbi egyedi ármozgásoktól 
• normális eloszlást követnek. 

Ebből adódóan a következő folyamattal írhatóak le a kumulált egyedi loghozamok (𝑌𝑌+-0-1): 
𝑑𝑑𝑌𝑌+-0-1 = 𝜎𝜎-0-1𝑑𝑑𝑊𝑊+

-0-1,	 (11) 

ahol 𝜎𝜎-0-1 az egyedi loghozamok szórása, 𝑊𝑊+
-0-1	 egy sztenderd Brown-mozgás, ami független a piaci hozamokat 

alakító 𝑊𝑊+
,-./ folyamattól. A folyamat megoldása alapján adódik (lásd 1.7.5 Appendix), hogy feltételes varianciája a 

következő: 
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (12) 

 
2 A sztochasztikus differenciálegyenlet a Vasicek-féle kamatláb modell kibővítésének tekinthető, hosszútávú átlag helyett trenddel. 
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A 10. egyenlet jobboldalán látható tag mutatja, milyen volatilitás csökkentő hatása van a trendhez visszahúzásnak. 
Érdemes még megjegyezni, hogy amennyiben a 𝜅𝜅 paraméter 0 közeli, azaz a trendhez visszahúzás nagyon gyenge, 
illetve nem létezik, az OU folyamat egy Brown-mozgássá redukálódik egy drifttel. Így a feltételes szórás is 𝜎𝜎,-./ -hez 
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 Fabozzi et al. (2012) az exponenciális Ornstein-Uhlenbeck (OU) folyamatot javasolja az ingatlanpiac árszintjének 
modellezésére. Ennek oka, hogy a folyamat kielégíti a nemzetközi lakóingatlanpiacokon megfigyelt három jelenséget: 

• Az ingatlanpiaci árakra jellemző, hogy rövidtávon ingadoznak, de emellett egy hosszútávú trendhez 
közelítenek (mean-reversion) 

• Az ingatlanpiaci hozamok autokorreláltak 
• Az ingatlanárak minden időszakban garantáltan pozitív értéket vesznek fel 

Amennyiben az ingatlanpiaci árak exponenciális OU folyamatot követnek, az árak logaritmusa (𝑌𝑌+
,-./), ami a 

lakásárindexek kumulált loghozamának is tekinthető, OU folyamatot követ, minden 0 < 𝑡𝑡	időszakban. Az OU 
folyamat dinamikáját definiáló sztochasztikus differenciálegyenlet, 

𝑑𝑑𝑌𝑌+
,-./ = I

𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./)L 𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎,-./𝑑𝑑𝑊𝑊+

,-./ (7) 

ahol 𝜑𝜑+ a logaritmizált lakásárindexekre jellemző hosszútávú trend, egy egyszerű lineáris modell alapján közelíthető. 
A 𝜅𝜅 jelölés a trendhez visszahúzás erejét jellemző paramétert, 𝜎𝜎,-./ pedig a folyamat volatiltását jelöli. A 𝑊𝑊+

,-./ 
jelölés a sztenderd Brown-mozgást jelöli, ami a folyamat bizonytalanságáért felel.2 Így az egyenlőség jobb oldalán álló 
három tag rendre a trendszerű növekedésért, a trendhez visszahúzásért, illetve a bizonytalanságért felelős tagok. 

A sztochasztikus differenciálegyenlet megoldása a következő Gauss-folyamat minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időpontra (lásd Appendix 
1.7.2): 

𝑌𝑌!
,-./ = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+

,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
,-./

!

+
 (8) 

A megoldás segítségével megadható (lásd Appendix 1.7.3) a feltételes növekedése a 𝑌𝑌+ folyamatnak (𝜇𝜇3), 
𝜇𝜇3

,-./ = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
,-./T𝑌𝑌+

,-./U = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (9) 

illetve a feltételes szórása (𝜎𝜎3
,-./) (lásd Appendix 1.7.4), 

𝜎𝜎3
,-./ = V𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

,-./T𝑌𝑌+
,-./U = 𝜎𝜎,-./X1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 . (10) 

A 10. egyenlet jobboldalán látható tag mutatja, milyen volatilitás csökkentő hatása van a trendhez visszahúzásnak. 
Érdemes még megjegyezni, hogy amennyiben a 𝜅𝜅 paraméter 0 közeli, azaz a trendhez visszahúzás nagyon gyenge, 
illetve nem létezik, az OU folyamat egy Brown-mozgássá redukálódik egy drifttel. Így a feltételes szórás is 𝜎𝜎,-./ -hez 
közelít, amennyiben a „mean-reversion” nem tudja tompítani a folyamat bizonytalanságát. 

A fedezetérték alakulása az általános ingatlanpiaci folyamatokon felül, az adott fedezet egyedi ármozgásai is hatással 
vannak. Ezeket az egyedi ármozgásokat a lakásárindexek nem tudják megragadni, hiszen céljuk pont ezek kiszűrése. 
Az egyedi, loghozamban mért ármozgásokra a következő feltételezésekkel éltem: 

• nulla várható értékűek 
• szórásuk az ingatlanok egyedi szórását tükrözik 
• függetlenek az általános ingatlanpiaci tendenciáktól 
• függetlenek a későbbi és korábbi egyedi ármozgásoktól 
• normális eloszlást követnek. 

Ebből adódóan a következő folyamattal írhatóak le a kumulált egyedi loghozamok (𝑌𝑌+-0-1): 
𝑑𝑑𝑌𝑌+-0-1 = 𝜎𝜎-0-1𝑑𝑑𝑊𝑊+

-0-1,	 (11) 

ahol 𝜎𝜎-0-1 az egyedi loghozamok szórása, 𝑊𝑊+
-0-1	 egy sztenderd Brown-mozgás, ami független a piaci hozamokat 

alakító 𝑊𝑊+
,-./ folyamattól. A folyamat megoldása alapján adódik (lásd 1.7.5 Appendix), hogy feltételes varianciája a 

következő: 
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (12) 

 
2 A sztochasztikus differenciálegyenlet a Vasicek-féle kamatláb modell kibővítésének tekinthető, hosszútávú átlag helyett trenddel. 
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2 A sztochasztikus differenciálegyenlet a Vasicek-féle kamatláb modell kibővítésének tekinthető, hosszútávú átlag helyett trenddel. 
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három tag rendre a trendszerű növekedésért, a trendhez visszahúzásért, illetve a bizonytalanságért felelős tagok. 

A sztochasztikus differenciálegyenlet megoldása a következő Gauss-folyamat minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időpontra (lásd Appendix 
1.7.2): 

𝑌𝑌!
,-./ = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+

,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
,-./

!

+
 (8) 

A megoldás segítségével megadható (lásd Appendix 1.7.3) a feltételes növekedése a 𝑌𝑌+ folyamatnak (𝜇𝜇3), 
𝜇𝜇3

,-./ = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
,-./T𝑌𝑌+

,-./U = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (9) 

illetve a feltételes szórása (𝜎𝜎3
,-./) (lásd Appendix 1.7.4), 

𝜎𝜎3
,-./ = V𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

,-./T𝑌𝑌+
,-./U = 𝜎𝜎,-./X1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 . (10) 

A 10. egyenlet jobboldalán látható tag mutatja, milyen volatilitás csökkentő hatása van a trendhez visszahúzásnak. 
Érdemes még megjegyezni, hogy amennyiben a 𝜅𝜅 paraméter 0 közeli, azaz a trendhez visszahúzás nagyon gyenge, 
illetve nem létezik, az OU folyamat egy Brown-mozgássá redukálódik egy drifttel. Így a feltételes szórás is 𝜎𝜎,-./ -hez 
közelít, amennyiben a „mean-reversion” nem tudja tompítani a folyamat bizonytalanságát. 

A fedezetérték alakulása az általános ingatlanpiaci folyamatokon felül, az adott fedezet egyedi ármozgásai is hatással 
vannak. Ezeket az egyedi ármozgásokat a lakásárindexek nem tudják megragadni, hiszen céljuk pont ezek kiszűrése. 
Az egyedi, loghozamban mért ármozgásokra a következő feltételezésekkel éltem: 

• nulla várható értékűek 
• szórásuk az ingatlanok egyedi szórását tükrözik 
• függetlenek az általános ingatlanpiaci tendenciáktól 
• függetlenek a későbbi és korábbi egyedi ármozgásoktól 
• normális eloszlást követnek. 

Ebből adódóan a következő folyamattal írhatóak le a kumulált egyedi loghozamok (𝑌𝑌+-0-1): 
𝑑𝑑𝑌𝑌+-0-1 = 𝜎𝜎-0-1𝑑𝑑𝑊𝑊+

-0-1,	 (11) 

ahol 𝜎𝜎-0-1 az egyedi loghozamok szórása, 𝑊𝑊+
-0-1	 egy sztenderd Brown-mozgás, ami független a piaci hozamokat 

alakító 𝑊𝑊+
,-./ folyamattól. A folyamat megoldása alapján adódik (lásd 1.7.5 Appendix), hogy feltételes varianciája a 

következő: 
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (12) 

 
2 A sztochasztikus differenciálegyenlet a Vasicek-féle kamatláb modell kibővítésének tekinthető, hosszútávú átlag helyett trenddel. 

azegyediloghozamokszórása,
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A fedezetérték szintje pedig a következő egyenlőség áll fent: 

𝐶𝐶+ = 𝐶𝐶2𝑒𝑒(3$
%&'(43$

&)&*) = 𝐶𝐶2𝑒𝑒3$ . (6) 

 Fabozzi et al. (2012) az exponenciális Ornstein-Uhlenbeck (OU) folyamatot javasolja az ingatlanpiac árszintjének 
modellezésére. Ennek oka, hogy a folyamat kielégíti a nemzetközi lakóingatlanpiacokon megfigyelt három jelenséget: 

• Az ingatlanpiaci árakra jellemző, hogy rövidtávon ingadoznak, de emellett egy hosszútávú trendhez 
közelítenek (mean-reversion) 

• Az ingatlanpiaci hozamok autokorreláltak 
• Az ingatlanárak minden időszakban garantáltan pozitív értéket vesznek fel 

Amennyiben az ingatlanpiaci árak exponenciális OU folyamatot követnek, az árak logaritmusa (𝑌𝑌+
,-./), ami a 

lakásárindexek kumulált loghozamának is tekinthető, OU folyamatot követ, minden 0 < 𝑡𝑡	időszakban. Az OU 
folyamat dinamikáját definiáló sztochasztikus differenciálegyenlet, 

𝑑𝑑𝑌𝑌+
,-./ = I

𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./)L 𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎,-./𝑑𝑑𝑊𝑊+

,-./ (7) 

ahol 𝜑𝜑+ a logaritmizált lakásárindexekre jellemző hosszútávú trend, egy egyszerű lineáris modell alapján közelíthető. 
A 𝜅𝜅 jelölés a trendhez visszahúzás erejét jellemző paramétert, 𝜎𝜎,-./ pedig a folyamat volatiltását jelöli. A 𝑊𝑊+

,-./ 
jelölés a sztenderd Brown-mozgást jelöli, ami a folyamat bizonytalanságáért felel.2 Így az egyenlőség jobb oldalán álló 
három tag rendre a trendszerű növekedésért, a trendhez visszahúzásért, illetve a bizonytalanságért felelős tagok. 

A sztochasztikus differenciálegyenlet megoldása a következő Gauss-folyamat minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időpontra (lásd Appendix 
1.7.2): 

𝑌𝑌!
,-./ = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+

,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
,-./

!

+
 (8) 

A megoldás segítségével megadható (lásd Appendix 1.7.3) a feltételes növekedése a 𝑌𝑌+ folyamatnak (𝜇𝜇3), 
𝜇𝜇3

,-./ = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
,-./T𝑌𝑌+

,-./U = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (9) 

illetve a feltételes szórása (𝜎𝜎3
,-./) (lásd Appendix 1.7.4), 

𝜎𝜎3
,-./ = V𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

,-./T𝑌𝑌+
,-./U = 𝜎𝜎,-./X1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 . (10) 

A 10. egyenlet jobboldalán látható tag mutatja, milyen volatilitás csökkentő hatása van a trendhez visszahúzásnak. 
Érdemes még megjegyezni, hogy amennyiben a 𝜅𝜅 paraméter 0 közeli, azaz a trendhez visszahúzás nagyon gyenge, 
illetve nem létezik, az OU folyamat egy Brown-mozgássá redukálódik egy drifttel. Így a feltételes szórás is 𝜎𝜎,-./ -hez 
közelít, amennyiben a „mean-reversion” nem tudja tompítani a folyamat bizonytalanságát. 

A fedezetérték alakulása az általános ingatlanpiaci folyamatokon felül, az adott fedezet egyedi ármozgásai is hatással 
vannak. Ezeket az egyedi ármozgásokat a lakásárindexek nem tudják megragadni, hiszen céljuk pont ezek kiszűrése. 
Az egyedi, loghozamban mért ármozgásokra a következő feltételezésekkel éltem: 

• nulla várható értékűek 
• szórásuk az ingatlanok egyedi szórását tükrözik 
• függetlenek az általános ingatlanpiaci tendenciáktól 
• függetlenek a későbbi és korábbi egyedi ármozgásoktól 
• normális eloszlást követnek. 

Ebből adódóan a következő folyamattal írhatóak le a kumulált egyedi loghozamok (𝑌𝑌+-0-1): 
𝑑𝑑𝑌𝑌+-0-1 = 𝜎𝜎-0-1𝑑𝑑𝑊𝑊+

-0-1,	 (11) 

ahol 𝜎𝜎-0-1 az egyedi loghozamok szórása, 𝑊𝑊+
-0-1	 egy sztenderd Brown-mozgás, ami független a piaci hozamokat 

alakító 𝑊𝑊+
,-./ folyamattól. A folyamat megoldása alapján adódik (lásd 1.7.5 Appendix), hogy feltételes varianciája a 

következő: 
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (12) 

 
2 A sztochasztikus differenciálegyenlet a Vasicek-féle kamatláb modell kibővítésének tekinthető, hosszútávú átlag helyett trenddel. 

egysztenderdBrown-mozgás,amifüggetlenapiacihozamokatalakító
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A fedezetérték szintje pedig a következő egyenlőség áll fent: 

𝐶𝐶+ = 𝐶𝐶2𝑒𝑒(3$
%&'(43$

&)&*) = 𝐶𝐶2𝑒𝑒3$ . (6) 

 Fabozzi et al. (2012) az exponenciális Ornstein-Uhlenbeck (OU) folyamatot javasolja az ingatlanpiac árszintjének 
modellezésére. Ennek oka, hogy a folyamat kielégíti a nemzetközi lakóingatlanpiacokon megfigyelt három jelenséget: 

• Az ingatlanpiaci árakra jellemző, hogy rövidtávon ingadoznak, de emellett egy hosszútávú trendhez 
közelítenek (mean-reversion) 

• Az ingatlanpiaci hozamok autokorreláltak 
• Az ingatlanárak minden időszakban garantáltan pozitív értéket vesznek fel 

Amennyiben az ingatlanpiaci árak exponenciális OU folyamatot követnek, az árak logaritmusa (𝑌𝑌+
,-./), ami a 

lakásárindexek kumulált loghozamának is tekinthető, OU folyamatot követ, minden 0 < 𝑡𝑡	időszakban. Az OU 
folyamat dinamikáját definiáló sztochasztikus differenciálegyenlet, 

𝑑𝑑𝑌𝑌+
,-./ = I

𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./)L 𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎,-./𝑑𝑑𝑊𝑊+

,-./ (7) 

ahol 𝜑𝜑+ a logaritmizált lakásárindexekre jellemző hosszútávú trend, egy egyszerű lineáris modell alapján közelíthető. 
A 𝜅𝜅 jelölés a trendhez visszahúzás erejét jellemző paramétert, 𝜎𝜎,-./ pedig a folyamat volatiltását jelöli. A 𝑊𝑊+

,-./ 
jelölés a sztenderd Brown-mozgást jelöli, ami a folyamat bizonytalanságáért felel.2 Így az egyenlőség jobb oldalán álló 
három tag rendre a trendszerű növekedésért, a trendhez visszahúzásért, illetve a bizonytalanságért felelős tagok. 

A sztochasztikus differenciálegyenlet megoldása a következő Gauss-folyamat minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időpontra (lásd Appendix 
1.7.2): 

𝑌𝑌!
,-./ = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+

,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
,-./

!

+
 (8) 

A megoldás segítségével megadható (lásd Appendix 1.7.3) a feltételes növekedése a 𝑌𝑌+ folyamatnak (𝜇𝜇3), 
𝜇𝜇3

,-./ = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
,-./T𝑌𝑌+

,-./U = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (9) 

illetve a feltételes szórása (𝜎𝜎3
,-./) (lásd Appendix 1.7.4), 

𝜎𝜎3
,-./ = V𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

,-./T𝑌𝑌+
,-./U = 𝜎𝜎,-./X1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 . (10) 

A 10. egyenlet jobboldalán látható tag mutatja, milyen volatilitás csökkentő hatása van a trendhez visszahúzásnak. 
Érdemes még megjegyezni, hogy amennyiben a 𝜅𝜅 paraméter 0 közeli, azaz a trendhez visszahúzás nagyon gyenge, 
illetve nem létezik, az OU folyamat egy Brown-mozgássá redukálódik egy drifttel. Így a feltételes szórás is 𝜎𝜎,-./ -hez 
közelít, amennyiben a „mean-reversion” nem tudja tompítani a folyamat bizonytalanságát. 

A fedezetérték alakulása az általános ingatlanpiaci folyamatokon felül, az adott fedezet egyedi ármozgásai is hatással 
vannak. Ezeket az egyedi ármozgásokat a lakásárindexek nem tudják megragadni, hiszen céljuk pont ezek kiszűrése. 
Az egyedi, loghozamban mért ármozgásokra a következő feltételezésekkel éltem: 

• nulla várható értékűek 
• szórásuk az ingatlanok egyedi szórását tükrözik 
• függetlenek az általános ingatlanpiaci tendenciáktól 
• függetlenek a későbbi és korábbi egyedi ármozgásoktól 
• normális eloszlást követnek. 

Ebből adódóan a következő folyamattal írhatóak le a kumulált egyedi loghozamok (𝑌𝑌+-0-1): 
𝑑𝑑𝑌𝑌+-0-1 = 𝜎𝜎-0-1𝑑𝑑𝑊𝑊+

-0-1,	 (11) 

ahol 𝜎𝜎-0-1 az egyedi loghozamok szórása, 𝑊𝑊+
-0-1	 egy sztenderd Brown-mozgás, ami független a piaci hozamokat 

alakító 𝑊𝑊+
,-./ folyamattól. A folyamat megoldása alapján adódik (lásd 1.7.5 Appendix), hogy feltételes varianciája a 

következő: 
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (12) 

 
2 A sztochasztikus differenciálegyenlet a Vasicek-féle kamatláb modell kibővítésének tekinthető, hosszútávú átlag helyett trenddel. 

folyamattól.Afolyamatmegoldásaalapjánadódik(lásd8.4.Melléklet),hogyfeltételesvarianciájaakövetkező:
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A fedezetérték szintje pedig a következő egyenlőség áll fent: 

𝐶𝐶+ = 𝐶𝐶2𝑒𝑒(3$
%&'(43$

&)&*) = 𝐶𝐶2𝑒𝑒3$ . (6) 

 Fabozzi et al. (2012) az exponenciális Ornstein-Uhlenbeck (OU) folyamatot javasolja az ingatlanpiac árszintjének 
modellezésére. Ennek oka, hogy a folyamat kielégíti a nemzetközi lakóingatlanpiacokon megfigyelt három jelenséget: 

• Az ingatlanpiaci árakra jellemző, hogy rövidtávon ingadoznak, de emellett egy hosszútávú trendhez 
közelítenek (mean-reversion) 

• Az ingatlanpiaci hozamok autokorreláltak 
• Az ingatlanárak minden időszakban garantáltan pozitív értéket vesznek fel 

Amennyiben az ingatlanpiaci árak exponenciális OU folyamatot követnek, az árak logaritmusa (𝑌𝑌+
,-./), ami a 

lakásárindexek kumulált loghozamának is tekinthető, OU folyamatot követ, minden 0 < 𝑡𝑡	időszakban. Az OU 
folyamat dinamikáját definiáló sztochasztikus differenciálegyenlet, 

𝑑𝑑𝑌𝑌+
,-./ = I

𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./)L 𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎,-./𝑑𝑑𝑊𝑊+

,-./ (7) 

ahol 𝜑𝜑+ a logaritmizált lakásárindexekre jellemző hosszútávú trend, egy egyszerű lineáris modell alapján közelíthető. 
A 𝜅𝜅 jelölés a trendhez visszahúzás erejét jellemző paramétert, 𝜎𝜎,-./ pedig a folyamat volatiltását jelöli. A 𝑊𝑊+

,-./ 
jelölés a sztenderd Brown-mozgást jelöli, ami a folyamat bizonytalanságáért felel.2 Így az egyenlőség jobb oldalán álló 
három tag rendre a trendszerű növekedésért, a trendhez visszahúzásért, illetve a bizonytalanságért felelős tagok. 

A sztochasztikus differenciálegyenlet megoldása a következő Gauss-folyamat minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időpontra (lásd Appendix 
1.7.2): 

𝑌𝑌!
,-./ = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+

,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
,-./

!

+
 (8) 

A megoldás segítségével megadható (lásd Appendix 1.7.3) a feltételes növekedése a 𝑌𝑌+ folyamatnak (𝜇𝜇3), 
𝜇𝜇3

,-./ = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
,-./T𝑌𝑌+

,-./U = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (9) 

illetve a feltételes szórása (𝜎𝜎3
,-./) (lásd Appendix 1.7.4), 

𝜎𝜎3
,-./ = V𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

,-./T𝑌𝑌+
,-./U = 𝜎𝜎,-./X1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 . (10) 

A 10. egyenlet jobboldalán látható tag mutatja, milyen volatilitás csökkentő hatása van a trendhez visszahúzásnak. 
Érdemes még megjegyezni, hogy amennyiben a 𝜅𝜅 paraméter 0 közeli, azaz a trendhez visszahúzás nagyon gyenge, 
illetve nem létezik, az OU folyamat egy Brown-mozgássá redukálódik egy drifttel. Így a feltételes szórás is 𝜎𝜎,-./ -hez 
közelít, amennyiben a „mean-reversion” nem tudja tompítani a folyamat bizonytalanságát. 

A fedezetérték alakulása az általános ingatlanpiaci folyamatokon felül, az adott fedezet egyedi ármozgásai is hatással 
vannak. Ezeket az egyedi ármozgásokat a lakásárindexek nem tudják megragadni, hiszen céljuk pont ezek kiszűrése. 
Az egyedi, loghozamban mért ármozgásokra a következő feltételezésekkel éltem: 

• nulla várható értékűek 
• szórásuk az ingatlanok egyedi szórását tükrözik 
• függetlenek az általános ingatlanpiaci tendenciáktól 
• függetlenek a későbbi és korábbi egyedi ármozgásoktól 
• normális eloszlást követnek. 

Ebből adódóan a következő folyamattal írhatóak le a kumulált egyedi loghozamok (𝑌𝑌+-0-1): 
𝑑𝑑𝑌𝑌+-0-1 = 𝜎𝜎-0-1𝑑𝑑𝑊𝑊+

-0-1,	 (11) 

ahol 𝜎𝜎-0-1 az egyedi loghozamok szórása, 𝑊𝑊+
-0-1	 egy sztenderd Brown-mozgás, ami független a piaci hozamokat 

alakító 𝑊𝑊+
,-./ folyamattól. A folyamat megoldása alapján adódik (lásd 1.7.5 Appendix), hogy feltételes varianciája a 

következő: 
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (12) 

 
2 A sztochasztikus differenciálegyenlet a Vasicek-féle kamatláb modell kibővítésének tekinthető, hosszútávú átlag helyett trenddel. 

 (12)

A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapjánmeghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe
behelyettesítveafolyamatokatakövetkezőegyenletetkapjuk,amialapjánafolyamatszinténGauss-folyamat:
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
!

+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 

  
  

𝜎𝜎3
7 = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-809:T𝑌𝑌+-809:U + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!
-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎,-./)7

1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 + (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (15) 

A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Qmax A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 B
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp	[−

1
2 A

ln𝐶𝐶!" − (ln𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

] 𝑑𝑑𝐶𝐶!"  

A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Φ(−𝑑𝑑) − (1 − 𝑘𝑘)𝑒𝑒$%(!"$!!) 𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
;+4<

7=+
,
Φ(−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3)) (17) 

ahol 𝑑𝑑 =
>?-$.4;+

=+
, illetve 𝑋𝑋 = )*"

<$@
𝑒𝑒%(!"$!!). 

A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($

)*"
 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
eloszlású és 𝑁𝑁(0,1) eloszlást követ:  

 (13)

aminekvárhatóértékeésvarianciája–felhasználva,hogyakétfolyamatfüggetlen-akövetkezőképpenalakul:
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
!

+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 

  
  

𝜎𝜎3
7 = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-809:T𝑌𝑌+-809:U + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!
-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎,-./)7

1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 + (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (15) 

A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Qmax A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 B
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp	[−

1
2 A

ln𝐶𝐶!" − (ln𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

] 𝑑𝑑𝐶𝐶!"  

A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Φ(−𝑑𝑑) − (1 − 𝑘𝑘)𝑒𝑒$%(!"$!!) 𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
;+4<

7=+
,
Φ(−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3)) (17) 

ahol 𝑑𝑑 =
>?-$.4;+

=+
, illetve 𝑋𝑋 = )*"

<$@
𝑒𝑒%(!"$!!). 

A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($

)*"
 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
eloszlású és 𝑁𝑁(0,1) eloszlást követ:  

 (14)
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
!

+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 

  
  

𝜎𝜎3
7 = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-809:T𝑌𝑌+-809:U + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!
-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎,-./)7

1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 + (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (15) 

A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Qmax A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 B
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp	[−

1
2 A

ln𝐶𝐶!" − (ln𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

] 𝑑𝑑𝐶𝐶!"  

A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Φ(−𝑑𝑑) − (1 − 𝑘𝑘)𝑒𝑒$%(!"$!!) 𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
;+4<

7=+
,
Φ(−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3)) (17) 

ahol 𝑑𝑑 =
>?-$.4;+

=+
, illetve 𝑋𝑋 = )*"

<$@
𝑒𝑒%(!"$!!). 

A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($

)*"
 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
eloszlású és 𝑁𝑁(0,1) eloszlást követ:  

 (15)
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
!

+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 

  
  

𝜎𝜎3
7 = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-809:T𝑌𝑌+-809:U + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!
-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎,-./)7

1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 + (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (15) 

A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Qmax A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 B
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp	[−

1
2 A

ln𝐶𝐶!" − (ln𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

] 𝑑𝑑𝐶𝐶!"  

A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Φ(−𝑑𝑑) − (1 − 𝑘𝑘)𝑒𝑒$%(!"$!!) 𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
;+4<

7=+
,
Φ(−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3)) (17) 

ahol 𝑑𝑑 =
>?-$.4;+

=+
, illetve 𝑋𝑋 = )*"

<$@
𝑒𝑒%(!"$!!). 

A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($

)*"
 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
eloszlású és 𝑁𝑁(0,1) eloszlást követ:  

)eloszlástkövet.Amennyibenbehelyettesítjük
azelőzőszakasznakazfüggvényétafüggvényében(3.egyenlet),illetveaziméntmeghatározotteloszlását,megkapjuk
avárhatóintegrálegyenletét,amia6.egyenletbehelyettesítésévelmegoldható.Azintegrálegyenletértelmezhetőúgy,
hogymintatranszformáltingatlanárvárhatóértéke,azelsőtagazLGDfüggvénnyeltranszformáltingatlanár,amásodik
pedigazingatlanáreloszlása.
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
!

+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 

  
  

𝜎𝜎3
7 = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-809:T𝑌𝑌+-809:U + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!
-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎,-./)7

1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 + (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (15) 

A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Qmax A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 B
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp	[−

1
2 A

ln𝐶𝐶!" − (ln𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

] 𝑑𝑑𝐶𝐶!"  

A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Φ(−𝑑𝑑) − (1 − 𝑘𝑘)𝑒𝑒$%(!"$!!) 𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
;+4<

7=+
,
Φ(−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3)) (17) 

ahol 𝑑𝑑 =
>?-$.4;+

=+
, illetve 𝑋𝑋 = )*"

<$@
𝑒𝑒%(!"$!!). 

A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($

)*"
 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
eloszlású és 𝑁𝑁(0,1) eloszlást követ:  

 (16)

Avárhatóformulatovábbalakíthatóazintegrálmegoldásasegítségével(lásd8.1Melléklet),
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
!

+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 

  
  

𝜎𝜎3
7 = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-809:T𝑌𝑌+-809:U + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!
-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎,-./)7

1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 + (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (15) 

A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Qmax A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 B
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp	[−

1
2 A

ln𝐶𝐶!" − (ln𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

] 𝑑𝑑𝐶𝐶!"  

A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Φ(−𝑑𝑑) − (1 − 𝑘𝑘)𝑒𝑒$%(!"$!!) 𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
;+4<

7=+
,
Φ(−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3)) (17) 

ahol 𝑑𝑑 =
>?-$.4;+

=+
, illetve 𝑋𝑋 = )*"

<$@
𝑒𝑒%(!"$!!). 

A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($

)*"
 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
eloszlású és 𝑁𝑁(0,1) eloszlást követ:  

 (17)

ahol
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
!

+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 

  
  

𝜎𝜎3
7 = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-809:T𝑌𝑌+-809:U + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!
-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎,-./)7

1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 + (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (15) 

A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Qmax A0,
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A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  
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A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($

)*"
 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 
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A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 
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A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  
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A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($
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 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
eloszlású és 𝑁𝑁(0,1) eloszlást követ:  

Akapottvárhatóformulaazintuíciónakmegfelelőencsökkena

 

 9/31 

A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
!

+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 

  
  

𝜎𝜎3
7 = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-809:T𝑌𝑌+-809:U + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!
-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎,-./)7

1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 + (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (15) 

A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Qmax A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 B
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp	[−

1
2 A

ln𝐶𝐶!" − (ln𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

] 𝑑𝑑𝐶𝐶!"  

A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Φ(−𝑑𝑑) − (1 − 𝑘𝑘)𝑒𝑒$%(!"$!!) 𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
;+4<

7=+
,
Φ(−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3)) (17) 

ahol 𝑑𝑑 =
>?-$.4;+

=+
, illetve 𝑋𝑋 = )*"

<$@
𝑒𝑒%(!"$!!). 

A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($

)*"
 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
eloszlású és 𝑁𝑁(0,1) eloszlást követ:  

értékében,akezdetifedezetminélmagasabbértéke
alacsonyabbLGDértékeketindukál.Hasonlóana
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
!

+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 

  
  

𝜎𝜎3
7 = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-809:T𝑌𝑌+-809:U + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!
-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎,-./)7

1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 + (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (15) 

A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Qmax A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"
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] 𝑑𝑑𝐶𝐶!"  

A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Φ(−𝑑𝑑) − (1 − 𝑘𝑘)𝑒𝑒$%(!"$!!) 𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
;+4<

7=+
,
Φ(−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3)) (17) 

ahol 𝑑𝑑 =
>?-$.4;+

=+
, illetve 𝑋𝑋 = )*"

<$@
𝑒𝑒%(!"$!!). 

A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($

)*"
 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
eloszlású és 𝑁𝑁(0,1) eloszlást követ:  

hányados,azazHFMértékéneknövekedéséveliscsökkenaveszteség
(FrontczakésRostek(2015)).A17.egyenletbenláthatóformulaMonteCarloszimulációksegítségévelisvalidálásrakerült
(lásd8.5.Melléklet).

3.3. FEDEZETÉRTÉK-PARAMÉTEREK KALIBRÁCIÓJA

Afedezetérték-paraméterek
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
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+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 

  
  

𝜎𝜎3
7 = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-809:T𝑌𝑌+-809:U + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!
-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎,-./)7

1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 + (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (15) 

A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 
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A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Φ(−𝑑𝑑) − (1 − 𝑘𝑘)𝑒𝑒$%(!"$!!) 𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
;+4<

7=+
,
Φ(−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3)) (17) 
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A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($

)*"
 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
eloszlású és 𝑁𝑁(0,1) eloszlást követ:  

meghatározásátapiaciparaméterekésazegyediszórássegítségévelvégeztem,
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lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor
segítségével,amikontrollálajelzáloghitelcsődökésalakáspiacifolyamatokegyüttmozgására.Erreazértvanszükség
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Akövetkezőszakaszokbanakalibrációlépéseitrészletezemésindoklom.Elsőkéntanyerslakásárindexfolyamattrend
tisztításátésazOUparaméterekbecslésieljárásátrészletezem,Fabozzietal. (2012)ajánlásánakmegfelelően.Majd
amódosítotttrendfüggvénymeghatározását,végülazegyediszórásbeépítésétmutatombe.

3.4. LAKÁSÁRINDEX PARAMÉTEREK BECSLÉSE

A lakásárindexekre illesztettexponenciálisOU folyamatparamétereinekbecslésétFabozzietal. (2012)ajánlásának
megfelelőenkétlépcsőbenvégeztemel.Fabozzietal.(2012)elsőlépésbenegylineáristrendmodell-
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
!

+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 
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2𝜅𝜅 + (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (15) 

A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 
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A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Φ(−𝑑𝑑) − (1 − 𝑘𝑘)𝑒𝑒$%(!"$!!) 𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
;+4<

7=+
,
Φ(−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3)) (17) 

ahol 𝑑𝑑 =
>?-$.4;+

=+
, illetve 𝑋𝑋 = )*"

<$@
𝑒𝑒%(!"$!!). 

A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($

)*"
 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 
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minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 
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A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  
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értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($
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csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
eloszlású és 𝑁𝑁(0,1) eloszlást követ:  

).
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
!

+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 

  
  

𝜎𝜎3
7 = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-809:T𝑌𝑌+-809:U + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!
-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎,-./)7

1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 + (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (15) 

A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Qmax A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 B
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp	[−

1
2 A

ln𝐶𝐶!" − (ln𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

] 𝑑𝑑𝐶𝐶!"  

A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Φ(−𝑑𝑑) − (1 − 𝑘𝑘)𝑒𝑒$%(!"$!!) 𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
;+4<

7=+
,
Φ(−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3)) (17) 

ahol 𝑑𝑑 =
>?-$.4;+

=+
, illetve 𝑋𝑋 = )*"

<$@
𝑒𝑒%(!"$!!). 

A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($

)*"
 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
eloszlású és 𝑁𝑁(0,1) eloszlást követ:  

 (18)

Azígyszármaztatott
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
!

+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 

  
  

𝜎𝜎3
7 = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-809:T𝑌𝑌+-809:U + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!
-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎,-./)7

1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 + (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (15) 

A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Qmax A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 B
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp	[−

1
2 A

ln𝐶𝐶!" − (ln𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

] 𝑑𝑑𝐶𝐶!"  

A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Φ(−𝑑𝑑) − (1 − 𝑘𝑘)𝑒𝑒$%(!"$!!) 𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
;+4<

7=+
,
Φ(−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3)) (17) 

ahol 𝑑𝑑 =
>?-$.4;+

=+
, illetve 𝑋𝑋 = )*"

<$@
𝑒𝑒%(!"$!!). 

A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($

)*"
 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
eloszlású és 𝑁𝑁(0,1) eloszlást követ:  

aloglakásárfolyamattrendtőlszűrtrésze.Atrendtőlszűrtrészígymintatrendmodelhibatagjaáll
elő,nullavárhatóértékkelésamodellszerintOUfolyamatotkövet.EzutánakapottkonstansvárhatóértékűOUfolyamat
paramétereinekbecslésétChaiyapoésPhewchean(2017)általvázoltlegkisebbnégyzetekeljárásával(LSE)végeztem.

A8.egyenletbea

 

 9/31 

A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
!

+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 

  
  

𝜎𝜎3
7 = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-809:T𝑌𝑌+-809:U + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!
-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎,-./)7

1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 + (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (15) 

A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 
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A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Φ(−𝑑𝑑) − (1 − 𝑘𝑘)𝑒𝑒$%(!"$!!) 𝐶𝐶+
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𝑒𝑒%(!"$!!). 

A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($

)*"
 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
eloszlású és 𝑁𝑁(0,1) eloszlást követ:  
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
!

+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
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A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 
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A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  
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A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($
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 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
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Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
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A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 
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minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
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imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 
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A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  
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csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 
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áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+
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Az egyenlet paraméterei becsülhetők a következő modellel: 
𝑌𝑌h+4∆+ = 	𝛽𝛽 ∙ 𝑌𝑌+f + 𝜀𝜀+4∆+ (20) 

ahol 𝛽𝛽 = 𝑒𝑒$5∙∆+ , 𝜀𝜀+4∆+~	𝑁𝑁 A0, 𝜎𝜎,-./V/0123(0,6∆$)
,6 B független azonos eloszlású. Az egyenleteket átalakítva adódik: 

𝜅𝜅 =
− log(𝛽𝛽)

∆𝑡𝑡  (21) 

𝜎𝜎,-./ = 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜀𝜀+) ∙ 	V
75

<$CDE($75∆+)
 (22) 

A becslések során ∆𝑡𝑡 értéket 1/4 évben határoztam meg a lakásárindex adat gyakorisága alapján. 

1.3.5. A fedezetértékek várható hozama és az idioszinkratikus kockázat 

A gazdaságot érintő stressz időszakokban gyakori jelenség, hogy megugranak a csődráták a gazdaság egészében 
beleértve a jelzáloghitel piacot is (Ali (2010), Koopman (2009)). Emellett viszont a lakáspiaci hozamokra is jellemző az 
alulteljesítés stressz időszakokban (Rünstler (2018)). Ebből adódóan viszont a csődbe ment hitelek esetén 
felülreprezentáltak az alacsony hozamok, hiszen a nemteljesítő hitelek között is felülreprezentáltak a stressz 
időszakban bekövetkezett csődök. Így a lakásárhozamok historikus átlaga nem egyezik meg a nemteljesítő hitelek 
mögött fedezetként álló lakásárak hozamának átlagával, pusztán a hozamok időzítéséből adódóan.3  

Feltételezve, hogy fedezet értékesítése hasonló lakáspiaci környezetbe zajlik le, mint ami a csőd időpontjában 
fennáll, a fedezetek historikus átlagos hozama (𝑐𝑐+̅

F90) közelíthető az adott évi csődrátákkal (𝐷𝐷𝐷𝐷+) súlyozott 
lakásárindex-hozamokkal (𝑐𝑐+-809:), hiszen a csődrátával arányos a nemteljesítő hitelek mögötti fedezetek száma is. 
Így bevezetve 𝐷𝐷𝐷𝐷qqqq jelölést a 𝐷𝐷𝐷𝐷+ idősor átlagára, formálisan a historikus átlag becslése a következőképpen áll elő: 

𝑐𝑐+̅
F90 =r𝑐𝑐+-809: ∙

𝐷𝐷𝐷𝐷+

𝐷𝐷𝐷𝐷qqqq
∙
1
𝑛𝑛

8

+G<

 (23) 

Az így kapott 𝑐𝑐+̅
F90 -et tehát a fedezetek trend modelljében használom a módosítatlan lakásárindexen becsült 𝑏𝑏 

együttható helyett. A modellezés során használt további piaci OU paraméterek (𝜎𝜎,-./,	𝜅𝜅 ) változatlanul a trendtől 
szűrt logaritmizált lakásárindexből (𝑌𝑌+f) származnak. 

A magyar lakáspiac kapcsán még nem született tanulmány, ami az idioszinkratikus szórás meghatározására tett volna 
kísérletet, így nemzetközi tanulmányok eredményeire támaszkodtam. Miller és Pandher (2008) egy kétfaktoros 
modell segítségével vizsgálták az amerikai ZIP-kódonkénti részlakáspiacok árváltozásait. A két magyarázó faktor a 
részvénypiaci hozamok és az országos lakásárindex változások voltak, amiknek a segítségével a szisztematikus 
gazdasági és a lakáspiac általános kockázatát tudták kiszűrni. Eredményeik szerint a reprezentatív egyedi kockázat 
becsült mértéke 10% körüli. Giacoletti (2021) egy kaliforniai egyedi lakásár tranzakciókon alapuló elemzést végzett, 
az egyedi lakásokhoz kapcsolódó abnormális hozamok meghatározásához a helyi ZIP-kód szintű lakáspiac 
árváltozásait szűrte ki. Az ezzel a módszerrel felállított idioszinkratikus szórás görbéje szerint a 2 éven belül eladott 
lakások esetén ez 19%, 5 év esetén 12%, míg 15 év esetén ez 7,5%-ra csökken. A nemzetközi irodalom eredményei 
alapján a régiós lakásárindex mozgásain felül 10% körüli évesített idioszinkratikus szórás (𝜎𝜎-0-1) adódhat az egyedi 
házak árváltozásai esetén. 

Az egyedi szóráshoz kapcsolódik még a községek index országosan aggregált idősorának esete. Ahogy a városok 
esetén is látszik, az országosan aggregált index a régiós indexek szórásának egy részét eltakarják, ebből adódóan az 
aggregált mutató szórása alacsonyabb lesz. Ahhoz, hogy a községek esetén is tükröződhessen ez a hatás – ahol ez a 
települések nagy száma és potenciálisan még a városoknál is jelentősebb heterogenitása miatt – jelentősebb is lehet, 
létrehoztam régiónként szintetikus község volatilitás paramétereket. Az ezek segítségével számított LGD mutatók 
alapján összevethetőek a különböző régiók LGD szintjei is. A kapott volatilitás paraméter így tükrözi, mind a községek 
általános kockázatát, mind a régió kockázatát az országoshoz mérve, utóbbit a városok alapján számszerűsítettem. 
Formálisan ezeket az adott régióra (i) vonatkozó város index (𝜎𝜎H,-

,-./) alapján, annak a község (𝜎𝜎J,.KK%
,-./ ) és városok 

(𝜎𝜎H,.KK%
,-./ ) aggregált indexek volatilitás paraméter arányának felskálázásával állítottam elő: 

 
3 Emellett elképzelhető, hogy a csődbe ment hitelek mögötti fedezet keresztmetszeti nézőpontból is alulteljesíti az 
ingatlanállományt, de erre nem a lakásárfolyamat paramétereinél kontrollálok, hanem az aukciós diszkont mértékében. 

 (19)

Azegyenletparamétereibecsülhetőkakövetkezőmodellel:
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A becslések során ∆𝑡𝑡 értéket 1/4 évben határoztam meg a lakásárindex adat gyakorisága alapján. 

1.3.5. A fedezetértékek várható hozama és az idioszinkratikus kockázat 

A gazdaságot érintő stressz időszakokban gyakori jelenség, hogy megugranak a csődráták a gazdaság egészében 
beleértve a jelzáloghitel piacot is (Ali (2010), Koopman (2009)). Emellett viszont a lakáspiaci hozamokra is jellemző az 
alulteljesítés stressz időszakokban (Rünstler (2018)). Ebből adódóan viszont a csődbe ment hitelek esetén 
felülreprezentáltak az alacsony hozamok, hiszen a nemteljesítő hitelek között is felülreprezentáltak a stressz 
időszakban bekövetkezett csődök. Így a lakásárhozamok historikus átlaga nem egyezik meg a nemteljesítő hitelek 
mögött fedezetként álló lakásárak hozamának átlagával, pusztán a hozamok időzítéséből adódóan.3  

Feltételezve, hogy fedezet értékesítése hasonló lakáspiaci környezetbe zajlik le, mint ami a csőd időpontjában 
fennáll, a fedezetek historikus átlagos hozama (𝑐𝑐+̅

F90) közelíthető az adott évi csődrátákkal (𝐷𝐷𝐷𝐷+) súlyozott 
lakásárindex-hozamokkal (𝑐𝑐+-809:), hiszen a csődrátával arányos a nemteljesítő hitelek mögötti fedezetek száma is. 
Így bevezetve 𝐷𝐷𝐷𝐷qqqq jelölést a 𝐷𝐷𝐷𝐷+ idősor átlagára, formálisan a historikus átlag becslése a következőképpen áll elő: 
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Az így kapott 𝑐𝑐+̅
F90 -et tehát a fedezetek trend modelljében használom a módosítatlan lakásárindexen becsült 𝑏𝑏 

együttható helyett. A modellezés során használt további piaci OU paraméterek (𝜎𝜎,-./,	𝜅𝜅 ) változatlanul a trendtől 
szűrt logaritmizált lakásárindexből (𝑌𝑌+f) származnak. 

A magyar lakáspiac kapcsán még nem született tanulmány, ami az idioszinkratikus szórás meghatározására tett volna 
kísérletet, így nemzetközi tanulmányok eredményeire támaszkodtam. Miller és Pandher (2008) egy kétfaktoros 
modell segítségével vizsgálták az amerikai ZIP-kódonkénti részlakáspiacok árváltozásait. A két magyarázó faktor a 
részvénypiaci hozamok és az országos lakásárindex változások voltak, amiknek a segítségével a szisztematikus 
gazdasági és a lakáspiac általános kockázatát tudták kiszűrni. Eredményeik szerint a reprezentatív egyedi kockázat 
becsült mértéke 10% körüli. Giacoletti (2021) egy kaliforniai egyedi lakásár tranzakciókon alapuló elemzést végzett, 
az egyedi lakásokhoz kapcsolódó abnormális hozamok meghatározásához a helyi ZIP-kód szintű lakáspiac 
árváltozásait szűrte ki. Az ezzel a módszerrel felállított idioszinkratikus szórás görbéje szerint a 2 éven belül eladott 
lakások esetén ez 19%, 5 év esetén 12%, míg 15 év esetén ez 7,5%-ra csökken. A nemzetközi irodalom eredményei 
alapján a régiós lakásárindex mozgásain felül 10% körüli évesített idioszinkratikus szórás (𝜎𝜎-0-1) adódhat az egyedi 
házak árváltozásai esetén. 

Az egyedi szóráshoz kapcsolódik még a községek index országosan aggregált idősorának esete. Ahogy a városok 
esetén is látszik, az országosan aggregált index a régiós indexek szórásának egy részét eltakarják, ebből adódóan az 
aggregált mutató szórása alacsonyabb lesz. Ahhoz, hogy a községek esetén is tükröződhessen ez a hatás – ahol ez a 
települések nagy száma és potenciálisan még a városoknál is jelentősebb heterogenitása miatt – jelentősebb is lehet, 
létrehoztam régiónként szintetikus község volatilitás paramétereket. Az ezek segítségével számított LGD mutatók 
alapján összevethetőek a különböző régiók LGD szintjei is. A kapott volatilitás paraméter így tükrözi, mind a községek 
általános kockázatát, mind a régió kockázatát az országoshoz mérve, utóbbit a városok alapján számszerűsítettem. 
Formálisan ezeket az adott régióra (i) vonatkozó város index (𝜎𝜎H,-

,-./) alapján, annak a község (𝜎𝜎J,.KK%
,-./ ) és városok 

(𝜎𝜎H,.KK%
,-./ ) aggregált indexek volatilitás paraméter arányának felskálázásával állítottam elő: 

 
3 Emellett elképzelhető, hogy a csődbe ment hitelek mögötti fedezet keresztmetszeti nézőpontból is alulteljesíti az 
ingatlanállományt, de erre nem a lakásárfolyamat paramétereinél kontrollálok, hanem az aukciós diszkont mértékében. 
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felülreprezentáltak az alacsony hozamok, hiszen a nemteljesítő hitelek között is felülreprezentáltak a stressz 
időszakban bekövetkezett csődök. Így a lakásárhozamok historikus átlaga nem egyezik meg a nemteljesítő hitelek 
mögött fedezetként álló lakásárak hozamának átlagával, pusztán a hozamok időzítéséből adódóan.3  

Feltételezve, hogy fedezet értékesítése hasonló lakáspiaci környezetbe zajlik le, mint ami a csőd időpontjában 
fennáll, a fedezetek historikus átlagos hozama (𝑐𝑐+̅

F90) közelíthető az adott évi csődrátákkal (𝐷𝐷𝐷𝐷+) súlyozott 
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általános kockázatát, mind a régió kockázatát az országoshoz mérve, utóbbit a városok alapján számszerűsítettem. 
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𝑌𝑌h+4∆+ = 	𝛽𝛽 ∙ 𝑌𝑌+f + 𝜀𝜀+4∆+ (20) 

ahol 𝛽𝛽 = 𝑒𝑒$5∙∆+ , 𝜀𝜀+4∆+~	𝑁𝑁 A0, 𝜎𝜎,-./V/0123(0,6∆$)
,6 B független azonos eloszlású. Az egyenleteket átalakítva adódik: 

𝜅𝜅 =
− log(𝛽𝛽)

∆𝑡𝑡  (21) 

𝜎𝜎,-./ = 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜀𝜀+) ∙ 	V
75

<$CDE($75∆+)
 (22) 

A becslések során ∆𝑡𝑡 értéket 1/4 évben határoztam meg a lakásárindex adat gyakorisága alapján. 

1.3.5. A fedezetértékek várható hozama és az idioszinkratikus kockázat 

A gazdaságot érintő stressz időszakokban gyakori jelenség, hogy megugranak a csődráták a gazdaság egészében 
beleértve a jelzáloghitel piacot is (Ali (2010), Koopman (2009)). Emellett viszont a lakáspiaci hozamokra is jellemző az 
alulteljesítés stressz időszakokban (Rünstler (2018)). Ebből adódóan viszont a csődbe ment hitelek esetén 
felülreprezentáltak az alacsony hozamok, hiszen a nemteljesítő hitelek között is felülreprezentáltak a stressz 
időszakban bekövetkezett csődök. Így a lakásárhozamok historikus átlaga nem egyezik meg a nemteljesítő hitelek 
mögött fedezetként álló lakásárak hozamának átlagával, pusztán a hozamok időzítéséből adódóan.3  

Feltételezve, hogy fedezet értékesítése hasonló lakáspiaci környezetbe zajlik le, mint ami a csőd időpontjában 
fennáll, a fedezetek historikus átlagos hozama (𝑐𝑐+̅

F90) közelíthető az adott évi csődrátákkal (𝐷𝐷𝐷𝐷+) súlyozott 
lakásárindex-hozamokkal (𝑐𝑐+-809:), hiszen a csődrátával arányos a nemteljesítő hitelek mögötti fedezetek száma is. 
Így bevezetve 𝐷𝐷𝐷𝐷qqqq jelölést a 𝐷𝐷𝐷𝐷+ idősor átlagára, formálisan a historikus átlag becslése a következőképpen áll elő: 
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Az így kapott 𝑐𝑐+̅
F90 -et tehát a fedezetek trend modelljében használom a módosítatlan lakásárindexen becsült 𝑏𝑏 

együttható helyett. A modellezés során használt további piaci OU paraméterek (𝜎𝜎,-./,	𝜅𝜅 ) változatlanul a trendtől 
szűrt logaritmizált lakásárindexből (𝑌𝑌+f) származnak. 

A magyar lakáspiac kapcsán még nem született tanulmány, ami az idioszinkratikus szórás meghatározására tett volna 
kísérletet, így nemzetközi tanulmányok eredményeire támaszkodtam. Miller és Pandher (2008) egy kétfaktoros 
modell segítségével vizsgálták az amerikai ZIP-kódonkénti részlakáspiacok árváltozásait. A két magyarázó faktor a 
részvénypiaci hozamok és az országos lakásárindex változások voltak, amiknek a segítségével a szisztematikus 
gazdasági és a lakáspiac általános kockázatát tudták kiszűrni. Eredményeik szerint a reprezentatív egyedi kockázat 
becsült mértéke 10% körüli. Giacoletti (2021) egy kaliforniai egyedi lakásár tranzakciókon alapuló elemzést végzett, 
az egyedi lakásokhoz kapcsolódó abnormális hozamok meghatározásához a helyi ZIP-kód szintű lakáspiac 
árváltozásait szűrte ki. Az ezzel a módszerrel felállított idioszinkratikus szórás görbéje szerint a 2 éven belül eladott 
lakások esetén ez 19%, 5 év esetén 12%, míg 15 év esetén ez 7,5%-ra csökken. A nemzetközi irodalom eredményei 
alapján a régiós lakásárindex mozgásain felül 10% körüli évesített idioszinkratikus szórás (𝜎𝜎-0-1) adódhat az egyedi 
házak árváltozásai esetén. 

Az egyedi szóráshoz kapcsolódik még a községek index országosan aggregált idősorának esete. Ahogy a városok 
esetén is látszik, az országosan aggregált index a régiós indexek szórásának egy részét eltakarják, ebből adódóan az 
aggregált mutató szórása alacsonyabb lesz. Ahhoz, hogy a községek esetén is tükröződhessen ez a hatás – ahol ez a 
települések nagy száma és potenciálisan még a városoknál is jelentősebb heterogenitása miatt – jelentősebb is lehet, 
létrehoztam régiónként szintetikus község volatilitás paramétereket. Az ezek segítségével számított LGD mutatók 
alapján összevethetőek a különböző régiók LGD szintjei is. A kapott volatilitás paraméter így tükrözi, mind a községek 
általános kockázatát, mind a régió kockázatát az országoshoz mérve, utóbbit a városok alapján számszerűsítettem. 
Formálisan ezeket az adott régióra (i) vonatkozó város index (𝜎𝜎H,-

,-./) alapján, annak a község (𝜎𝜎J,.KK%
,-./ ) és városok 

(𝜎𝜎H,.KK%
,-./ ) aggregált indexek volatilitás paraméter arányának felskálázásával állítottam elő: 

 
3 Emellett elképzelhető, hogy a csődbe ment hitelek mögötti fedezet keresztmetszeti nézőpontból is alulteljesíti az 
ingatlanállományt, de erre nem a lakásárfolyamat paramétereinél kontrollálok, hanem az aukciós diszkont mértékében. 

 (21)
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Az egyenlet paraméterei becsülhetők a következő modellel: 
𝑌𝑌h+4∆+ = 	𝛽𝛽 ∙ 𝑌𝑌+f + 𝜀𝜀+4∆+ (20) 

ahol 𝛽𝛽 = 𝑒𝑒$5∙∆+ , 𝜀𝜀+4∆+~	𝑁𝑁 A0, 𝜎𝜎,-./V/0123(0,6∆$)
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A becslések során ∆𝑡𝑡 értéket 1/4 évben határoztam meg a lakásárindex adat gyakorisága alapján. 

1.3.5. A fedezetértékek várható hozama és az idioszinkratikus kockázat 

A gazdaságot érintő stressz időszakokban gyakori jelenség, hogy megugranak a csődráták a gazdaság egészében 
beleértve a jelzáloghitel piacot is (Ali (2010), Koopman (2009)). Emellett viszont a lakáspiaci hozamokra is jellemző az 
alulteljesítés stressz időszakokban (Rünstler (2018)). Ebből adódóan viszont a csődbe ment hitelek esetén 
felülreprezentáltak az alacsony hozamok, hiszen a nemteljesítő hitelek között is felülreprezentáltak a stressz 
időszakban bekövetkezett csődök. Így a lakásárhozamok historikus átlaga nem egyezik meg a nemteljesítő hitelek 
mögött fedezetként álló lakásárak hozamának átlagával, pusztán a hozamok időzítéséből adódóan.3  

Feltételezve, hogy fedezet értékesítése hasonló lakáspiaci környezetbe zajlik le, mint ami a csőd időpontjában 
fennáll, a fedezetek historikus átlagos hozama (𝑐𝑐+̅

F90) közelíthető az adott évi csődrátákkal (𝐷𝐷𝐷𝐷+) súlyozott 
lakásárindex-hozamokkal (𝑐𝑐+-809:), hiszen a csődrátával arányos a nemteljesítő hitelek mögötti fedezetek száma is. 
Így bevezetve 𝐷𝐷𝐷𝐷qqqq jelölést a 𝐷𝐷𝐷𝐷+ idősor átlagára, formálisan a historikus átlag becslése a következőképpen áll elő: 
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Az így kapott 𝑐𝑐+̅
F90 -et tehát a fedezetek trend modelljében használom a módosítatlan lakásárindexen becsült 𝑏𝑏 

együttható helyett. A modellezés során használt további piaci OU paraméterek (𝜎𝜎,-./,	𝜅𝜅 ) változatlanul a trendtől 
szűrt logaritmizált lakásárindexből (𝑌𝑌+f) származnak. 

A magyar lakáspiac kapcsán még nem született tanulmány, ami az idioszinkratikus szórás meghatározására tett volna 
kísérletet, így nemzetközi tanulmányok eredményeire támaszkodtam. Miller és Pandher (2008) egy kétfaktoros 
modell segítségével vizsgálták az amerikai ZIP-kódonkénti részlakáspiacok árváltozásait. A két magyarázó faktor a 
részvénypiaci hozamok és az országos lakásárindex változások voltak, amiknek a segítségével a szisztematikus 
gazdasági és a lakáspiac általános kockázatát tudták kiszűrni. Eredményeik szerint a reprezentatív egyedi kockázat 
becsült mértéke 10% körüli. Giacoletti (2021) egy kaliforniai egyedi lakásár tranzakciókon alapuló elemzést végzett, 
az egyedi lakásokhoz kapcsolódó abnormális hozamok meghatározásához a helyi ZIP-kód szintű lakáspiac 
árváltozásait szűrte ki. Az ezzel a módszerrel felállított idioszinkratikus szórás görbéje szerint a 2 éven belül eladott 
lakások esetén ez 19%, 5 év esetén 12%, míg 15 év esetén ez 7,5%-ra csökken. A nemzetközi irodalom eredményei 
alapján a régiós lakásárindex mozgásain felül 10% körüli évesített idioszinkratikus szórás (𝜎𝜎-0-1) adódhat az egyedi 
házak árváltozásai esetén. 

Az egyedi szóráshoz kapcsolódik még a községek index országosan aggregált idősorának esete. Ahogy a városok 
esetén is látszik, az országosan aggregált index a régiós indexek szórásának egy részét eltakarják, ebből adódóan az 
aggregált mutató szórása alacsonyabb lesz. Ahhoz, hogy a községek esetén is tükröződhessen ez a hatás – ahol ez a 
települések nagy száma és potenciálisan még a városoknál is jelentősebb heterogenitása miatt – jelentősebb is lehet, 
létrehoztam régiónként szintetikus község volatilitás paramétereket. Az ezek segítségével számított LGD mutatók 
alapján összevethetőek a különböző régiók LGD szintjei is. A kapott volatilitás paraméter így tükrözi, mind a községek 
általános kockázatát, mind a régió kockázatát az országoshoz mérve, utóbbit a városok alapján számszerűsítettem. 
Formálisan ezeket az adott régióra (i) vonatkozó város index (𝜎𝜎H,-

,-./) alapján, annak a község (𝜎𝜎J,.KK%
,-./ ) és városok 

(𝜎𝜎H,.KK%
,-./ ) aggregált indexek volatilitás paraméter arányának felskálázásával állítottam elő: 

 
3 Emellett elképzelhető, hogy a csődbe ment hitelek mögötti fedezet keresztmetszeti nézőpontból is alulteljesíti az 
ingatlanállományt, de erre nem a lakásárfolyamat paramétereinél kontrollálok, hanem az aukciós diszkont mértékében. 
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A becslések során ∆𝑡𝑡 értéket 1/4 évben határoztam meg a lakásárindex adat gyakorisága alapján. 

1.3.5. A fedezetértékek várható hozama és az idioszinkratikus kockázat 

A gazdaságot érintő stressz időszakokban gyakori jelenség, hogy megugranak a csődráták a gazdaság egészében 
beleértve a jelzáloghitel piacot is (Ali (2010), Koopman (2009)). Emellett viszont a lakáspiaci hozamokra is jellemző az 
alulteljesítés stressz időszakokban (Rünstler (2018)). Ebből adódóan viszont a csődbe ment hitelek esetén 
felülreprezentáltak az alacsony hozamok, hiszen a nemteljesítő hitelek között is felülreprezentáltak a stressz 
időszakban bekövetkezett csődök. Így a lakásárhozamok historikus átlaga nem egyezik meg a nemteljesítő hitelek 
mögött fedezetként álló lakásárak hozamának átlagával, pusztán a hozamok időzítéséből adódóan.3  

Feltételezve, hogy fedezet értékesítése hasonló lakáspiaci környezetbe zajlik le, mint ami a csőd időpontjában 
fennáll, a fedezetek historikus átlagos hozama (𝑐𝑐+̅

F90) közelíthető az adott évi csődrátákkal (𝐷𝐷𝐷𝐷+) súlyozott 
lakásárindex-hozamokkal (𝑐𝑐+-809:), hiszen a csődrátával arányos a nemteljesítő hitelek mögötti fedezetek száma is. 
Így bevezetve 𝐷𝐷𝐷𝐷qqqq jelölést a 𝐷𝐷𝐷𝐷+ idősor átlagára, formálisan a historikus átlag becslése a következőképpen áll elő: 

𝑐𝑐+̅
F90 =r𝑐𝑐+-809: ∙

𝐷𝐷𝐷𝐷+

𝐷𝐷𝐷𝐷qqqq
∙
1
𝑛𝑛

8

+G<

 (23) 

Az így kapott 𝑐𝑐+̅
F90 -et tehát a fedezetek trend modelljében használom a módosítatlan lakásárindexen becsült 𝑏𝑏 

együttható helyett. A modellezés során használt további piaci OU paraméterek (𝜎𝜎,-./,	𝜅𝜅 ) változatlanul a trendtől 
szűrt logaritmizált lakásárindexből (𝑌𝑌+f) származnak. 

A magyar lakáspiac kapcsán még nem született tanulmány, ami az idioszinkratikus szórás meghatározására tett volna 
kísérletet, így nemzetközi tanulmányok eredményeire támaszkodtam. Miller és Pandher (2008) egy kétfaktoros 
modell segítségével vizsgálták az amerikai ZIP-kódonkénti részlakáspiacok árváltozásait. A két magyarázó faktor a 
részvénypiaci hozamok és az országos lakásárindex változások voltak, amiknek a segítségével a szisztematikus 
gazdasági és a lakáspiac általános kockázatát tudták kiszűrni. Eredményeik szerint a reprezentatív egyedi kockázat 
becsült mértéke 10% körüli. Giacoletti (2021) egy kaliforniai egyedi lakásár tranzakciókon alapuló elemzést végzett, 
az egyedi lakásokhoz kapcsolódó abnormális hozamok meghatározásához a helyi ZIP-kód szintű lakáspiac 
árváltozásait szűrte ki. Az ezzel a módszerrel felállított idioszinkratikus szórás görbéje szerint a 2 éven belül eladott 
lakások esetén ez 19%, 5 év esetén 12%, míg 15 év esetén ez 7,5%-ra csökken. A nemzetközi irodalom eredményei 
alapján a régiós lakásárindex mozgásain felül 10% körüli évesített idioszinkratikus szórás (𝜎𝜎-0-1) adódhat az egyedi 
házak árváltozásai esetén. 

Az egyedi szóráshoz kapcsolódik még a községek index országosan aggregált idősorának esete. Ahogy a városok 
esetén is látszik, az országosan aggregált index a régiós indexek szórásának egy részét eltakarják, ebből adódóan az 
aggregált mutató szórása alacsonyabb lesz. Ahhoz, hogy a községek esetén is tükröződhessen ez a hatás – ahol ez a 
települések nagy száma és potenciálisan még a városoknál is jelentősebb heterogenitása miatt – jelentősebb is lehet, 
létrehoztam régiónként szintetikus község volatilitás paramétereket. Az ezek segítségével számított LGD mutatók 
alapján összevethetőek a különböző régiók LGD szintjei is. A kapott volatilitás paraméter így tükrözi, mind a községek 
általános kockázatát, mind a régió kockázatát az országoshoz mérve, utóbbit a városok alapján számszerűsítettem. 
Formálisan ezeket az adott régióra (i) vonatkozó város index (𝜎𝜎H,-

,-./) alapján, annak a község (𝜎𝜎J,.KK%
,-./ ) és városok 

(𝜎𝜎H,.KK%
,-./ ) aggregált indexek volatilitás paraméter arányának felskálázásával állítottam elő: 

 
3 Emellett elképzelhető, hogy a csődbe ment hitelek mögötti fedezet keresztmetszeti nézőpontból is alulteljesíti az 
ingatlanállományt, de erre nem a lakásárfolyamat paramétereinél kontrollálok, hanem az aukciós diszkont mértékében. 

értéket1/4évbenhatároztammegalakásárindexadatgyakoriságaalapján.

3.5. A FEDEZETÉRTÉKEK VÁRHATÓ HOZAMA ÉS AZ IDIOSZINKRATIKUS 
KOCKÁZAT

Agazdaságotérintőstresszidőszakokbangyakorijelenség,hogymegugranakacsődrátákagazdaságegészébenbeleértve
ajelzáloghitelpiacotis(Ali(2010),Koopman(2009)).Emellettviszontalakáspiacihozamokraisjellemzőazalulteljesítés
stressz időszakokban (Rünstler (2018)). Ebbőladódóanviszonta csődbementhitelekesetén felülreprezentáltakaz
alacsonyhozamok,hiszenanemteljesítőhitelekközöttisfelülreprezentáltakastresszidőszakbanbekövetkezettcsődök.Így
alakásárhozamokhistorikusátlaganemegyezikmeganemteljesítőhitelekmögöttfedezetkéntállólakásárakhozamának
átlagával,pusztánahozamokidőzítésébőladódóan.3 

Feltételezve,hogyfedezetértékesítésehasonlólakáspiacikörnyezetbezajlikle,mintamiacsődidőpontjábanfennáll,
afedezetekhistorikusátlagoshozama(
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Az egyenlet paraméterei becsülhetők a következő modellel: 
𝑌𝑌h+4∆+ = 	𝛽𝛽 ∙ 𝑌𝑌+f + 𝜀𝜀+4∆+ (20) 

ahol 𝛽𝛽 = 𝑒𝑒$5∙∆+ , 𝜀𝜀+4∆+~	𝑁𝑁 A0, 𝜎𝜎,-./V/0123(0,6∆$)
,6 B független azonos eloszlású. Az egyenleteket átalakítva adódik: 

𝜅𝜅 =
− log(𝛽𝛽)
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A becslések során ∆𝑡𝑡 értéket 1/4 évben határoztam meg a lakásárindex adat gyakorisága alapján. 

1.3.5. A fedezetértékek várható hozama és az idioszinkratikus kockázat 

A gazdaságot érintő stressz időszakokban gyakori jelenség, hogy megugranak a csődráták a gazdaság egészében 
beleértve a jelzáloghitel piacot is (Ali (2010), Koopman (2009)). Emellett viszont a lakáspiaci hozamokra is jellemző az 
alulteljesítés stressz időszakokban (Rünstler (2018)). Ebből adódóan viszont a csődbe ment hitelek esetén 
felülreprezentáltak az alacsony hozamok, hiszen a nemteljesítő hitelek között is felülreprezentáltak a stressz 
időszakban bekövetkezett csődök. Így a lakásárhozamok historikus átlaga nem egyezik meg a nemteljesítő hitelek 
mögött fedezetként álló lakásárak hozamának átlagával, pusztán a hozamok időzítéséből adódóan.3  

Feltételezve, hogy fedezet értékesítése hasonló lakáspiaci környezetbe zajlik le, mint ami a csőd időpontjában 
fennáll, a fedezetek historikus átlagos hozama (𝑐𝑐+̅

F90) közelíthető az adott évi csődrátákkal (𝐷𝐷𝐷𝐷+) súlyozott 
lakásárindex-hozamokkal (𝑐𝑐+-809:), hiszen a csődrátával arányos a nemteljesítő hitelek mögötti fedezetek száma is. 
Így bevezetve 𝐷𝐷𝐷𝐷qqqq jelölést a 𝐷𝐷𝐷𝐷+ idősor átlagára, formálisan a historikus átlag becslése a következőképpen áll elő: 
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Az így kapott 𝑐𝑐+̅
F90 -et tehát a fedezetek trend modelljében használom a módosítatlan lakásárindexen becsült 𝑏𝑏 

együttható helyett. A modellezés során használt további piaci OU paraméterek (𝜎𝜎,-./,	𝜅𝜅 ) változatlanul a trendtől 
szűrt logaritmizált lakásárindexből (𝑌𝑌+f) származnak. 

A magyar lakáspiac kapcsán még nem született tanulmány, ami az idioszinkratikus szórás meghatározására tett volna 
kísérletet, így nemzetközi tanulmányok eredményeire támaszkodtam. Miller és Pandher (2008) egy kétfaktoros 
modell segítségével vizsgálták az amerikai ZIP-kódonkénti részlakáspiacok árváltozásait. A két magyarázó faktor a 
részvénypiaci hozamok és az országos lakásárindex változások voltak, amiknek a segítségével a szisztematikus 
gazdasági és a lakáspiac általános kockázatát tudták kiszűrni. Eredményeik szerint a reprezentatív egyedi kockázat 
becsült mértéke 10% körüli. Giacoletti (2021) egy kaliforniai egyedi lakásár tranzakciókon alapuló elemzést végzett, 
az egyedi lakásokhoz kapcsolódó abnormális hozamok meghatározásához a helyi ZIP-kód szintű lakáspiac 
árváltozásait szűrte ki. Az ezzel a módszerrel felállított idioszinkratikus szórás görbéje szerint a 2 éven belül eladott 
lakások esetén ez 19%, 5 év esetén 12%, míg 15 év esetén ez 7,5%-ra csökken. A nemzetközi irodalom eredményei 
alapján a régiós lakásárindex mozgásain felül 10% körüli évesített idioszinkratikus szórás (𝜎𝜎-0-1) adódhat az egyedi 
házak árváltozásai esetén. 

Az egyedi szóráshoz kapcsolódik még a községek index országosan aggregált idősorának esete. Ahogy a városok 
esetén is látszik, az országosan aggregált index a régiós indexek szórásának egy részét eltakarják, ebből adódóan az 
aggregált mutató szórása alacsonyabb lesz. Ahhoz, hogy a községek esetén is tükröződhessen ez a hatás – ahol ez a 
települések nagy száma és potenciálisan még a városoknál is jelentősebb heterogenitása miatt – jelentősebb is lehet, 
létrehoztam régiónként szintetikus község volatilitás paramétereket. Az ezek segítségével számított LGD mutatók 
alapján összevethetőek a különböző régiók LGD szintjei is. A kapott volatilitás paraméter így tükrözi, mind a községek 
általános kockázatát, mind a régió kockázatát az országoshoz mérve, utóbbit a városok alapján számszerűsítettem. 
Formálisan ezeket az adott régióra (i) vonatkozó város index (𝜎𝜎H,-

,-./) alapján, annak a község (𝜎𝜎J,.KK%
,-./ ) és városok 

(𝜎𝜎H,.KK%
,-./ ) aggregált indexek volatilitás paraméter arányának felskálázásával állítottam elő: 

 
3 Emellett elképzelhető, hogy a csődbe ment hitelek mögötti fedezet keresztmetszeti nézőpontból is alulteljesíti az 
ingatlanállományt, de erre nem a lakásárfolyamat paramétereinél kontrollálok, hanem az aukciós diszkont mértékében. 
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felülreprezentáltak az alacsony hozamok, hiszen a nemteljesítő hitelek között is felülreprezentáltak a stressz 
időszakban bekövetkezett csődök. Így a lakásárhozamok historikus átlaga nem egyezik meg a nemteljesítő hitelek 
mögött fedezetként álló lakásárak hozamának átlagával, pusztán a hozamok időzítéséből adódóan.3  

Feltételezve, hogy fedezet értékesítése hasonló lakáspiaci környezetbe zajlik le, mint ami a csőd időpontjában 
fennáll, a fedezetek historikus átlagos hozama (𝑐𝑐+̅
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Az így kapott 𝑐𝑐+̅
F90 -et tehát a fedezetek trend modelljében használom a módosítatlan lakásárindexen becsült 𝑏𝑏 

együttható helyett. A modellezés során használt további piaci OU paraméterek (𝜎𝜎,-./,	𝜅𝜅 ) változatlanul a trendtől 
szűrt logaritmizált lakásárindexből (𝑌𝑌+f) származnak. 

A magyar lakáspiac kapcsán még nem született tanulmány, ami az idioszinkratikus szórás meghatározására tett volna 
kísérletet, így nemzetközi tanulmányok eredményeire támaszkodtam. Miller és Pandher (2008) egy kétfaktoros 
modell segítségével vizsgálták az amerikai ZIP-kódonkénti részlakáspiacok árváltozásait. A két magyarázó faktor a 
részvénypiaci hozamok és az országos lakásárindex változások voltak, amiknek a segítségével a szisztematikus 
gazdasági és a lakáspiac általános kockázatát tudták kiszűrni. Eredményeik szerint a reprezentatív egyedi kockázat 
becsült mértéke 10% körüli. Giacoletti (2021) egy kaliforniai egyedi lakásár tranzakciókon alapuló elemzést végzett, 
az egyedi lakásokhoz kapcsolódó abnormális hozamok meghatározásához a helyi ZIP-kód szintű lakáspiac 
árváltozásait szűrte ki. Az ezzel a módszerrel felállított idioszinkratikus szórás görbéje szerint a 2 éven belül eladott 
lakások esetén ez 19%, 5 év esetén 12%, míg 15 év esetén ez 7,5%-ra csökken. A nemzetközi irodalom eredményei 
alapján a régiós lakásárindex mozgásain felül 10% körüli évesített idioszinkratikus szórás (𝜎𝜎-0-1) adódhat az egyedi 
házak árváltozásai esetén. 

Az egyedi szóráshoz kapcsolódik még a községek index országosan aggregált idősorának esete. Ahogy a városok 
esetén is látszik, az országosan aggregált index a régiós indexek szórásának egy részét eltakarják, ebből adódóan az 
aggregált mutató szórása alacsonyabb lesz. Ahhoz, hogy a községek esetén is tükröződhessen ez a hatás – ahol ez a 
települések nagy száma és potenciálisan még a városoknál is jelentősebb heterogenitása miatt – jelentősebb is lehet, 
létrehoztam régiónként szintetikus község volatilitás paramétereket. Az ezek segítségével számított LGD mutatók 
alapján összevethetőek a különböző régiók LGD szintjei is. A kapott volatilitás paraméter így tükrözi, mind a községek 
általános kockázatát, mind a régió kockázatát az országoshoz mérve, utóbbit a városok alapján számszerűsítettem. 
Formálisan ezeket az adott régióra (i) vonatkozó város index (𝜎𝜎H,-

,-./) alapján, annak a község (𝜎𝜎J,.KK%
,-./ ) és városok 

(𝜎𝜎H,.KK%
,-./ ) aggregált indexek volatilitás paraméter arányának felskálázásával állítottam elő: 

 
3 Emellett elképzelhető, hogy a csődbe ment hitelek mögötti fedezet keresztmetszeti nézőpontból is alulteljesíti az 
ingatlanállományt, de erre nem a lakásárfolyamat paramétereinél kontrollálok, hanem az aukciós diszkont mértékében. 
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részvénypiaci hozamok és az országos lakásárindex változások voltak, amiknek a segítségével a szisztematikus 
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esetén is látszik, az országosan aggregált index a régiós indexek szórásának egy részét eltakarják, ebből adódóan az 
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alapján összevethetőek a különböző régiók LGD szintjei is. A kapott volatilitás paraméter így tükrözi, mind a községek 
általános kockázatát, mind a régió kockázatát az országoshoz mérve, utóbbit a városok alapján számszerűsítettem. 
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A becslések során ∆𝑡𝑡 értéket 1/4 évben határoztam meg a lakásárindex adat gyakorisága alapján. 

1.3.5. A fedezetértékek várható hozama és az idioszinkratikus kockázat 

A gazdaságot érintő stressz időszakokban gyakori jelenség, hogy megugranak a csődráták a gazdaság egészében 
beleértve a jelzáloghitel piacot is (Ali (2010), Koopman (2009)). Emellett viszont a lakáspiaci hozamokra is jellemző az 
alulteljesítés stressz időszakokban (Rünstler (2018)). Ebből adódóan viszont a csődbe ment hitelek esetén 
felülreprezentáltak az alacsony hozamok, hiszen a nemteljesítő hitelek között is felülreprezentáltak a stressz 
időszakban bekövetkezett csődök. Így a lakásárhozamok historikus átlaga nem egyezik meg a nemteljesítő hitelek 
mögött fedezetként álló lakásárak hozamának átlagával, pusztán a hozamok időzítéséből adódóan.3  

Feltételezve, hogy fedezet értékesítése hasonló lakáspiaci környezetbe zajlik le, mint ami a csőd időpontjában 
fennáll, a fedezetek historikus átlagos hozama (𝑐𝑐+̅

F90) közelíthető az adott évi csődrátákkal (𝐷𝐷𝐷𝐷+) súlyozott 
lakásárindex-hozamokkal (𝑐𝑐+-809:), hiszen a csődrátával arányos a nemteljesítő hitelek mögötti fedezetek száma is. 
Így bevezetve 𝐷𝐷𝐷𝐷qqqq jelölést a 𝐷𝐷𝐷𝐷+ idősor átlagára, formálisan a historikus átlag becslése a következőképpen áll elő: 
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Az így kapott 𝑐𝑐+̅
F90 -et tehát a fedezetek trend modelljében használom a módosítatlan lakásárindexen becsült 𝑏𝑏 

együttható helyett. A modellezés során használt további piaci OU paraméterek (𝜎𝜎,-./,	𝜅𝜅 ) változatlanul a trendtől 
szűrt logaritmizált lakásárindexből (𝑌𝑌+f) származnak. 

A magyar lakáspiac kapcsán még nem született tanulmány, ami az idioszinkratikus szórás meghatározására tett volna 
kísérletet, így nemzetközi tanulmányok eredményeire támaszkodtam. Miller és Pandher (2008) egy kétfaktoros 
modell segítségével vizsgálták az amerikai ZIP-kódonkénti részlakáspiacok árváltozásait. A két magyarázó faktor a 
részvénypiaci hozamok és az országos lakásárindex változások voltak, amiknek a segítségével a szisztematikus 
gazdasági és a lakáspiac általános kockázatát tudták kiszűrni. Eredményeik szerint a reprezentatív egyedi kockázat 
becsült mértéke 10% körüli. Giacoletti (2021) egy kaliforniai egyedi lakásár tranzakciókon alapuló elemzést végzett, 
az egyedi lakásokhoz kapcsolódó abnormális hozamok meghatározásához a helyi ZIP-kód szintű lakáspiac 
árváltozásait szűrte ki. Az ezzel a módszerrel felállított idioszinkratikus szórás görbéje szerint a 2 éven belül eladott 
lakások esetén ez 19%, 5 év esetén 12%, míg 15 év esetén ez 7,5%-ra csökken. A nemzetközi irodalom eredményei 
alapján a régiós lakásárindex mozgásain felül 10% körüli évesített idioszinkratikus szórás (𝜎𝜎-0-1) adódhat az egyedi 
házak árváltozásai esetén. 

Az egyedi szóráshoz kapcsolódik még a községek index országosan aggregált idősorának esete. Ahogy a városok 
esetén is látszik, az országosan aggregált index a régiós indexek szórásának egy részét eltakarják, ebből adódóan az 
aggregált mutató szórása alacsonyabb lesz. Ahhoz, hogy a községek esetén is tükröződhessen ez a hatás – ahol ez a 
települések nagy száma és potenciálisan még a városoknál is jelentősebb heterogenitása miatt – jelentősebb is lehet, 
létrehoztam régiónként szintetikus község volatilitás paramétereket. Az ezek segítségével számított LGD mutatók 
alapján összevethetőek a különböző régiók LGD szintjei is. A kapott volatilitás paraméter így tükrözi, mind a községek 
általános kockázatát, mind a régió kockázatát az országoshoz mérve, utóbbit a városok alapján számszerűsítettem. 
Formálisan ezeket az adott régióra (i) vonatkozó város index (𝜎𝜎H,-

,-./) alapján, annak a község (𝜎𝜎J,.KK%
,-./ ) és városok 

(𝜎𝜎H,.KK%
,-./ ) aggregált indexek volatilitás paraméter arányának felskálázásával állítottam elő: 

 
3 Emellett elképzelhető, hogy a csődbe ment hitelek mögötti fedezet keresztmetszeti nézőpontból is alulteljesíti az 
ingatlanállományt, de erre nem a lakásárfolyamat paramétereinél kontrollálok, hanem az aukciós diszkont mértékében. 
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A becslések során ∆𝑡𝑡 értéket 1/4 évben határoztam meg a lakásárindex adat gyakorisága alapján. 
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felülreprezentáltak az alacsony hozamok, hiszen a nemteljesítő hitelek között is felülreprezentáltak a stressz 
időszakban bekövetkezett csődök. Így a lakásárhozamok historikus átlaga nem egyezik meg a nemteljesítő hitelek 
mögött fedezetként álló lakásárak hozamának átlagával, pusztán a hozamok időzítéséből adódóan.3  

Feltételezve, hogy fedezet értékesítése hasonló lakáspiaci környezetbe zajlik le, mint ami a csőd időpontjában 
fennáll, a fedezetek historikus átlagos hozama (𝑐𝑐+̅

F90) közelíthető az adott évi csődrátákkal (𝐷𝐷𝐷𝐷+) súlyozott 
lakásárindex-hozamokkal (𝑐𝑐+-809:), hiszen a csődrátával arányos a nemteljesítő hitelek mögötti fedezetek száma is. 
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𝑐𝑐+̅
F90 =r𝑐𝑐+-809: ∙

𝐷𝐷𝐷𝐷+

𝐷𝐷𝐷𝐷qqqq
∙
1
𝑛𝑛

8

+G<

 (23) 
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együttható helyett. A modellezés során használt további piaci OU paraméterek (𝜎𝜎,-./,	𝜅𝜅 ) változatlanul a trendtől 
szűrt logaritmizált lakásárindexből (𝑌𝑌+f) származnak. 

A magyar lakáspiac kapcsán még nem született tanulmány, ami az idioszinkratikus szórás meghatározására tett volna 
kísérletet, így nemzetközi tanulmányok eredményeire támaszkodtam. Miller és Pandher (2008) egy kétfaktoros 
modell segítségével vizsgálták az amerikai ZIP-kódonkénti részlakáspiacok árváltozásait. A két magyarázó faktor a 
részvénypiaci hozamok és az országos lakásárindex változások voltak, amiknek a segítségével a szisztematikus 
gazdasági és a lakáspiac általános kockázatát tudták kiszűrni. Eredményeik szerint a reprezentatív egyedi kockázat 
becsült mértéke 10% körüli. Giacoletti (2021) egy kaliforniai egyedi lakásár tranzakciókon alapuló elemzést végzett, 
az egyedi lakásokhoz kapcsolódó abnormális hozamok meghatározásához a helyi ZIP-kód szintű lakáspiac 
árváltozásait szűrte ki. Az ezzel a módszerrel felállított idioszinkratikus szórás görbéje szerint a 2 éven belül eladott 
lakások esetén ez 19%, 5 év esetén 12%, míg 15 év esetén ez 7,5%-ra csökken. A nemzetközi irodalom eredményei 
alapján a régiós lakásárindex mozgásain felül 10% körüli évesített idioszinkratikus szórás (𝜎𝜎-0-1) adódhat az egyedi 
házak árváltozásai esetén. 

Az egyedi szóráshoz kapcsolódik még a községek index országosan aggregált idősorának esete. Ahogy a városok 
esetén is látszik, az országosan aggregált index a régiós indexek szórásának egy részét eltakarják, ebből adódóan az 
aggregált mutató szórása alacsonyabb lesz. Ahhoz, hogy a községek esetén is tükröződhessen ez a hatás – ahol ez a 
települések nagy száma és potenciálisan még a városoknál is jelentősebb heterogenitása miatt – jelentősebb is lehet, 
létrehoztam régiónként szintetikus község volatilitás paramétereket. Az ezek segítségével számított LGD mutatók 
alapján összevethetőek a különböző régiók LGD szintjei is. A kapott volatilitás paraméter így tükrözi, mind a községek 
általános kockázatát, mind a régió kockázatát az országoshoz mérve, utóbbit a városok alapján számszerűsítettem. 
Formálisan ezeket az adott régióra (i) vonatkozó város index (𝜎𝜎H,-

,-./) alapján, annak a község (𝜎𝜎J,.KK%
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3 Emellett elképzelhető, hogy a csődbe ment hitelek mögötti fedezet keresztmetszeti nézőpontból is alulteljesíti az 
ingatlanállományt, de erre nem a lakásárfolyamat paramétereinél kontrollálok, hanem az aukciós diszkont mértékében. 
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mögött fedezetként álló lakásárak hozamának átlagával, pusztán a hozamok időzítéséből adódóan.3  
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települések nagy száma és potenciálisan még a városoknál is jelentősebb heterogenitása miatt – jelentősebb is lehet, 
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alapján összevethetőek a különböző régiók LGD szintjei is. A kapott volatilitás paraméter így tükrözi, mind a községek 
általános kockázatát, mind a régió kockázatát az országoshoz mérve, utóbbit a városok alapján számszerűsítettem. 
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Az egyenlet paraméterei becsülhetők a következő modellel: 
𝑌𝑌h+4∆+ = 	𝛽𝛽 ∙ 𝑌𝑌+f + 𝜀𝜀+4∆+ (20) 

ahol 𝛽𝛽 = 𝑒𝑒$5∙∆+ , 𝜀𝜀+4∆+~	𝑁𝑁 A0, 𝜎𝜎,-./V/0123(0,6∆$)
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A becslések során ∆𝑡𝑡 értéket 1/4 évben határoztam meg a lakásárindex adat gyakorisága alapján. 

1.3.5. A fedezetértékek várható hozama és az idioszinkratikus kockázat 

A gazdaságot érintő stressz időszakokban gyakori jelenség, hogy megugranak a csődráták a gazdaság egészében 
beleértve a jelzáloghitel piacot is (Ali (2010), Koopman (2009)). Emellett viszont a lakáspiaci hozamokra is jellemző az 
alulteljesítés stressz időszakokban (Rünstler (2018)). Ebből adódóan viszont a csődbe ment hitelek esetén 
felülreprezentáltak az alacsony hozamok, hiszen a nemteljesítő hitelek között is felülreprezentáltak a stressz 
időszakban bekövetkezett csődök. Így a lakásárhozamok historikus átlaga nem egyezik meg a nemteljesítő hitelek 
mögött fedezetként álló lakásárak hozamának átlagával, pusztán a hozamok időzítéséből adódóan.3  

Feltételezve, hogy fedezet értékesítése hasonló lakáspiaci környezetbe zajlik le, mint ami a csőd időpontjában 
fennáll, a fedezetek historikus átlagos hozama (𝑐𝑐+̅

F90) közelíthető az adott évi csődrátákkal (𝐷𝐷𝐷𝐷+) súlyozott 
lakásárindex-hozamokkal (𝑐𝑐+-809:), hiszen a csődrátával arányos a nemteljesítő hitelek mögötti fedezetek száma is. 
Így bevezetve 𝐷𝐷𝐷𝐷qqqq jelölést a 𝐷𝐷𝐷𝐷+ idősor átlagára, formálisan a historikus átlag becslése a következőképpen áll elő: 
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Az így kapott 𝑐𝑐+̅
F90 -et tehát a fedezetek trend modelljében használom a módosítatlan lakásárindexen becsült 𝑏𝑏 

együttható helyett. A modellezés során használt további piaci OU paraméterek (𝜎𝜎,-./,	𝜅𝜅 ) változatlanul a trendtől 
szűrt logaritmizált lakásárindexből (𝑌𝑌+f) származnak. 

A magyar lakáspiac kapcsán még nem született tanulmány, ami az idioszinkratikus szórás meghatározására tett volna 
kísérletet, így nemzetközi tanulmányok eredményeire támaszkodtam. Miller és Pandher (2008) egy kétfaktoros 
modell segítségével vizsgálták az amerikai ZIP-kódonkénti részlakáspiacok árváltozásait. A két magyarázó faktor a 
részvénypiaci hozamok és az országos lakásárindex változások voltak, amiknek a segítségével a szisztematikus 
gazdasági és a lakáspiac általános kockázatát tudták kiszűrni. Eredményeik szerint a reprezentatív egyedi kockázat 
becsült mértéke 10% körüli. Giacoletti (2021) egy kaliforniai egyedi lakásár tranzakciókon alapuló elemzést végzett, 
az egyedi lakásokhoz kapcsolódó abnormális hozamok meghatározásához a helyi ZIP-kód szintű lakáspiac 
árváltozásait szűrte ki. Az ezzel a módszerrel felállított idioszinkratikus szórás görbéje szerint a 2 éven belül eladott 
lakások esetén ez 19%, 5 év esetén 12%, míg 15 év esetén ez 7,5%-ra csökken. A nemzetközi irodalom eredményei 
alapján a régiós lakásárindex mozgásain felül 10% körüli évesített idioszinkratikus szórás (𝜎𝜎-0-1) adódhat az egyedi 
házak árváltozásai esetén. 

Az egyedi szóráshoz kapcsolódik még a községek index országosan aggregált idősorának esete. Ahogy a városok 
esetén is látszik, az országosan aggregált index a régiós indexek szórásának egy részét eltakarják, ebből adódóan az 
aggregált mutató szórása alacsonyabb lesz. Ahhoz, hogy a községek esetén is tükröződhessen ez a hatás – ahol ez a 
települések nagy száma és potenciálisan még a városoknál is jelentősebb heterogenitása miatt – jelentősebb is lehet, 
létrehoztam régiónként szintetikus község volatilitás paramétereket. Az ezek segítségével számított LGD mutatók 
alapján összevethetőek a különböző régiók LGD szintjei is. A kapott volatilitás paraméter így tükrözi, mind a községek 
általános kockázatát, mind a régió kockázatát az országoshoz mérve, utóbbit a városok alapján számszerűsítettem. 
Formálisan ezeket az adott régióra (i) vonatkozó város index (𝜎𝜎H,-

,-./) alapján, annak a község (𝜎𝜎J,.KK%
,-./ ) és városok 

(𝜎𝜎H,.KK%
,-./ ) aggregált indexek volatilitás paraméter arányának felskálázásával állítottam elő: 

 
3 Emellett elképzelhető, hogy a csődbe ment hitelek mögötti fedezet keresztmetszeti nézőpontból is alulteljesíti az 
ingatlanállományt, de erre nem a lakásárfolyamat paramétereinél kontrollálok, hanem az aukciós diszkont mértékében. 

)adódhatazegyediházakárváltozásaiesetén.

3Emellettelképzelhető,hogyacsődbementhitelekmögöttifedezetkeresztmetszetinézőpontbólisalulteljesítiazingatlanállományt,deerrenem
alakásárfolyamatparamétereinélkontrollálok,hanemazaukciósdiszkontmértékében.
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Azegyediszóráshozkapcsolódikmégaközségekindexországosanaggregáltidősoránakesete.Ahogyavárosokesetén
islátszik,azországosanaggregáltindexarégiósindexekszórásánakegyrészételtakarják,ebbőladódóanazaggregált
mutatószórásaalacsonyabblesz.Ahhoz,hogyaközségekeseténistükröződhessenezahatás–aholezatelepülések
nagyszámaéspotenciálisanmégavárosoknálisjelentősebbheterogenitásamiatt–jelentősebbislehet,létrehoztam
régiónkéntszintetikusközségvolatilitásparamétereket.AzezeksegítségévelszámítottLGDmutatókalapjánösszevethetőek
akülönbözőrégiókLGDszintjei is.Akapottvolatilitásparaméter így tükrözi,mindaközségekáltalánoskockázatát,
mindarégiókockázatátazországoshozmérve,utóbbitavárosokalapjánszámszerűsítettem.Formálisanezeketazadott
régióra(i)vonatkozóvárosindex(
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𝑌𝑌h+4∆+ = 	𝛽𝛽 ∙ 𝑌𝑌+f + 𝜀𝜀+4∆+ (20) 
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A becslések során ∆𝑡𝑡 értéket 1/4 évben határoztam meg a lakásárindex adat gyakorisága alapján. 

1.3.5. A fedezetértékek várható hozama és az idioszinkratikus kockázat 

A gazdaságot érintő stressz időszakokban gyakori jelenség, hogy megugranak a csődráták a gazdaság egészében 
beleértve a jelzáloghitel piacot is (Ali (2010), Koopman (2009)). Emellett viszont a lakáspiaci hozamokra is jellemző az 
alulteljesítés stressz időszakokban (Rünstler (2018)). Ebből adódóan viszont a csődbe ment hitelek esetén 
felülreprezentáltak az alacsony hozamok, hiszen a nemteljesítő hitelek között is felülreprezentáltak a stressz 
időszakban bekövetkezett csődök. Így a lakásárhozamok historikus átlaga nem egyezik meg a nemteljesítő hitelek 
mögött fedezetként álló lakásárak hozamának átlagával, pusztán a hozamok időzítéséből adódóan.3  

Feltételezve, hogy fedezet értékesítése hasonló lakáspiaci környezetbe zajlik le, mint ami a csőd időpontjában 
fennáll, a fedezetek historikus átlagos hozama (𝑐𝑐+̅

F90) közelíthető az adott évi csődrátákkal (𝐷𝐷𝐷𝐷+) súlyozott 
lakásárindex-hozamokkal (𝑐𝑐+-809:), hiszen a csődrátával arányos a nemteljesítő hitelek mögötti fedezetek száma is. 
Így bevezetve 𝐷𝐷𝐷𝐷qqqq jelölést a 𝐷𝐷𝐷𝐷+ idősor átlagára, formálisan a historikus átlag becslése a következőképpen áll elő: 
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Az így kapott 𝑐𝑐+̅
F90 -et tehát a fedezetek trend modelljében használom a módosítatlan lakásárindexen becsült 𝑏𝑏 

együttható helyett. A modellezés során használt további piaci OU paraméterek (𝜎𝜎,-./,	𝜅𝜅 ) változatlanul a trendtől 
szűrt logaritmizált lakásárindexből (𝑌𝑌+f) származnak. 

A magyar lakáspiac kapcsán még nem született tanulmány, ami az idioszinkratikus szórás meghatározására tett volna 
kísérletet, így nemzetközi tanulmányok eredményeire támaszkodtam. Miller és Pandher (2008) egy kétfaktoros 
modell segítségével vizsgálták az amerikai ZIP-kódonkénti részlakáspiacok árváltozásait. A két magyarázó faktor a 
részvénypiaci hozamok és az országos lakásárindex változások voltak, amiknek a segítségével a szisztematikus 
gazdasági és a lakáspiac általános kockázatát tudták kiszűrni. Eredményeik szerint a reprezentatív egyedi kockázat 
becsült mértéke 10% körüli. Giacoletti (2021) egy kaliforniai egyedi lakásár tranzakciókon alapuló elemzést végzett, 
az egyedi lakásokhoz kapcsolódó abnormális hozamok meghatározásához a helyi ZIP-kód szintű lakáspiac 
árváltozásait szűrte ki. Az ezzel a módszerrel felállított idioszinkratikus szórás görbéje szerint a 2 éven belül eladott 
lakások esetén ez 19%, 5 év esetén 12%, míg 15 év esetén ez 7,5%-ra csökken. A nemzetközi irodalom eredményei 
alapján a régiós lakásárindex mozgásain felül 10% körüli évesített idioszinkratikus szórás (𝜎𝜎-0-1) adódhat az egyedi 
házak árváltozásai esetén. 

Az egyedi szóráshoz kapcsolódik még a községek index országosan aggregált idősorának esete. Ahogy a városok 
esetén is látszik, az országosan aggregált index a régiós indexek szórásának egy részét eltakarják, ebből adódóan az 
aggregált mutató szórása alacsonyabb lesz. Ahhoz, hogy a községek esetén is tükröződhessen ez a hatás – ahol ez a 
települések nagy száma és potenciálisan még a városoknál is jelentősebb heterogenitása miatt – jelentősebb is lehet, 
létrehoztam régiónként szintetikus község volatilitás paramétereket. Az ezek segítségével számított LGD mutatók 
alapján összevethetőek a különböző régiók LGD szintjei is. A kapott volatilitás paraméter így tükrözi, mind a községek 
általános kockázatát, mind a régió kockázatát az országoshoz mérve, utóbbit a városok alapján számszerűsítettem. 
Formálisan ezeket az adott régióra (i) vonatkozó város index (𝜎𝜎H,-

,-./) alapján, annak a község (𝜎𝜎J,.KK%
,-./ ) és városok 

(𝜎𝜎H,.KK%
,-./ ) aggregált indexek volatilitás paraméter arányának felskálázásával állítottam elő: 

 
3 Emellett elképzelhető, hogy a csődbe ment hitelek mögötti fedezet keresztmetszeti nézőpontból is alulteljesíti az 
ingatlanállományt, de erre nem a lakásárfolyamat paramétereinél kontrollálok, hanem az aukciós diszkont mértékében. 
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időszakban bekövetkezett csődök. Így a lakásárhozamok historikus átlaga nem egyezik meg a nemteljesítő hitelek 
mögött fedezetként álló lakásárak hozamának átlagával, pusztán a hozamok időzítéséből adódóan.3  

Feltételezve, hogy fedezet értékesítése hasonló lakáspiaci környezetbe zajlik le, mint ami a csőd időpontjában 
fennáll, a fedezetek historikus átlagos hozama (𝑐𝑐+̅
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Az így kapott 𝑐𝑐+̅
F90 -et tehát a fedezetek trend modelljében használom a módosítatlan lakásárindexen becsült 𝑏𝑏 

együttható helyett. A modellezés során használt további piaci OU paraméterek (𝜎𝜎,-./,	𝜅𝜅 ) változatlanul a trendtől 
szűrt logaritmizált lakásárindexből (𝑌𝑌+f) származnak. 
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részvénypiaci hozamok és az országos lakásárindex változások voltak, amiknek a segítségével a szisztematikus 
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3 Emellett elképzelhető, hogy a csődbe ment hitelek mögötti fedezet keresztmetszeti nézőpontból is alulteljesíti az 
ingatlanállományt, de erre nem a lakásárfolyamat paramétereinél kontrollálok, hanem az aukciós diszkont mértékében. 
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Az egyenlet paraméterei becsülhetők a következő modellel: 
𝑌𝑌h+4∆+ = 	𝛽𝛽 ∙ 𝑌𝑌+f + 𝜀𝜀+4∆+ (20) 

ahol 𝛽𝛽 = 𝑒𝑒$5∙∆+ , 𝜀𝜀+4∆+~	𝑁𝑁 A0, 𝜎𝜎,-./V/0123(0,6∆$)
,6 B független azonos eloszlású. Az egyenleteket átalakítva adódik: 

𝜅𝜅 =
− log(𝛽𝛽)

∆𝑡𝑡  (21) 

𝜎𝜎,-./ = 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜀𝜀+) ∙ 	V
75

<$CDE($75∆+)
 (22) 
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Az így kapott 𝑐𝑐+̅
F90 -et tehát a fedezetek trend modelljében használom a módosítatlan lakásárindexen becsült 𝑏𝑏 
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Így az egyes régiók fedezetérték folyamat paramétereit leíró egyenletek a következők lesznek minden 
régió-település típus (𝑖𝑖) esetén. A várhatóértékre adódik (a 14. egyenlet alapján) a várható fedezet 
loghozama és az adott régió-település típus, valamint az országos trend különbségének összege, szorozva 
likvidálásig hátralevő idővel: 

𝜇𝜇3(𝑖𝑖) = (𝑐𝑐+̅
F90 + 𝑏𝑏- − 𝑏𝑏.KK%) ∙ 𝑇𝑇# (8) 

a feltételes varianciára (𝜎𝜎3
7, a 15. egyenlet alapján) a régió-település típus piaci varianciájának és az egyedi 

varianciának az összege:  

𝜎𝜎3
7(𝑖𝑖) = (𝜎𝜎-

,-./)7
1 − 𝑒𝑒$75&∙!"

2𝜅𝜅-
+ (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ 𝑇𝑇# . (26) 

 

(25) 

1.3.6. További LGD paraméterek 

A felvázolt sztochasztikus LGD modellben a lakásár-folyamat paraméterein kívül is több tényező meghatározása is 
szükséges, ahogy az a várható LGD egyenletéből (17. egyenlet) látszik. Ezek esetén a szakirodalom eredményeire 
alapoztam a paramétereket. Az 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸-t konzervatív módon a nulladik időpontban (például hitelfolyósításkor) 
számított HFM-ben határoztam meg a kezdeti ingatlan érték arányában, azaz a hitelösszeg nem amortizálódik. Ez 
összhangban van a Siemsen és Vilsmeier (2017) stressztesztjében használt LGD modell feltételezésével. Ez az 
egyszerűsítő feltevés egyben biztosítja a statikus mérleg feltevést - legalábbis portfólió szinten – hiszen a 
csődidőpontig hátralévő időben az esetleges törlesztések mellett új hitelkihelyezések is várhatóak így a portfólió 
egészét tekintve a két hatás egymás ellen hat (Siemsen és Vilsmeier (2017)). Egy-egy hitelügylet vizsgálata esetén az 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 szinten tartásának feltevése konzervatívnak mondható, de ez a hatás limitált a rövid csődig hátralévő idő miatt, 
ami 1 év. A Frontczak és Rostek (2015) cikkben vázolt cash recovery rátát sem alkalmaztam, azaz a bedőlt adósok 
részéről további törlesztéssel nem számoltam. 

A 𝑘𝑘 paramétert a nemteljesítő hitelek mögötti fedezetek diszkont tényezőjeként alkalmaztam. Az, hogy egy adós 
csődbe megy plusz információt tartalmazhat az adós ingatlanának értékéről is. Erre az eredményre jutott Campbell 
et al. (2011) is, az általuk vizsgált Massachusetts-i mintán 27%-os keresztmetszeti diszkontot tudtak kimutatni a 
zálogjog érvényesítésen átesett lakóingatlanok esetén. Ezt többek között az ingatlanok állapotával és illikviditási 
problémákkal indokolták a szerzők. A tanulmány fényében a modellben alkalmazott 𝑘𝑘 paraméter értékét 30%-ban 
határoztam meg, hogy a banknál felmerülő workout költségeket is tükrözze. 

A csőd időpontjához képest később befolyó pénzáramok értékének meghatározásához megfelelő diszkont ráta 
szükséges. Az EBA/GL/2017/16 által megállapított iparági sztenderd szerint ez 3 havi referencia kamatláb (pl. BUBOR) 
és egy 5 százalékpontos kockázati prémium összegeként áll elő. A jelenlegi kamatkörnyezetben ez 10%-os 
diszkontrátát jelent. A kezdeti időponttól a csőd bekövetkeztéig eltelt idő, 𝑇𝑇" 1 év, az értékesítésig eltelt idő, 𝑇𝑇# 4 év, 
összhangban a benchmarkként használt LGD modell dokumentációjában javasolt, a csődeseményt követő 3 éves 
értékesítési idővel. Így tehát a lakásárak 4 éven keresztül változnak, egészen az értékesítés pillanatáig. Az MNB 2019 
decemberi pénzügyi stabilitás jelentéséből is az szűrhető le, a nemteljesítő adósok jellemzően több évet töltenek 
késedelemben a megállapodás előtt. 
  

 (24)

Ígyazegyesrégiókfedezetértékfolyamatparamétereitleíróegyenletekakövetkezőklesznekmindenrégió-település
típus(i)esetén.Avárhatóértékreadódik(a14.egyenletalapján)avárhatófedezetloghozamaésazadottrégió-település
típus,valamintazországostrendkülönbségénekösszege,szorozvalikvidálásighátralevőidővel:
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További LGD paraméterek

A felvázolt sztochasztikus LGDmodellben a lakásár-folyamat paraméterein kívül is több tényezőmeghatározása is
szükséges,ahogyazavárhatóLGDegyenletéből(17.egyenlet)látszik.Ezekeseténaszakirodalomeredményeirealapoztam
aparamétereket.AzEAD-tkonzervatívmódonanulladik időpontban(példáulhitelfolyósításkor)számítottHFM-ben
határoztammegakezdetiingatlanértékarányában,azazahitelösszegnemamortizálódik.EzösszhangbanvanaSiemsen
ésVilsmeier(2017)stressztesztjébenhasználtLGDmodellfeltételezésével.Ezazegyszerűsítőfeltevésegybenbiztosítja
astatikusmérlegfeltevést-legalábbisportfóliószinten–hiszenacsődidőpontighátralévőidőbenazesetlegestörlesztések
mellettújhitelkihelyezésekisvárhatóakígyaportfólióegészéttekintveakéthatásegymásellenhat(SiemsenésVilsmeier
(2017)).Egy-egyhitelügyletvizsgálataeseténazEADszintentartásánakfeltevésekonzervatívnakmondható,deezahatás
limitáltarövidcsődighátralévőidőmiatt,ami1év.AFrontczakésRostek(2015)cikkbenvázoltcashrecoveryrátátsem
alkalmaztam,azazabedőltadósokrészérőltovábbitörlesztésselnemszámoltam.

Aparamétertanemteljesítőhitelekmögöttifedezetekdiszkonttényezőjekéntalkalmaztam.Az,hogyegyadóscsődbe
megypluszinformációttartalmazhatazadósingatlanánakértékérőlis.ErreazeredményrejutottCampbelletal.(2011)is,
azáltalukvizsgáltMassachusetts-imintán27%-oskeresztmetszetidiszkontottudtakkimutatniazálogjogérvényesítésen
átesettlakóingatlanokesetén.Ezttöbbekközöttazingatlanokállapotávalésillikviditásiproblémákkalindokoltákaszerzők.
Atanulmányfényébenamodellbenalkalmazottparaméterértékét30%-banhatároztammeg,hogyabanknálfelmerülő
workoutköltségeketistükrözze.

A csőd időpontjához képest később befolyó pénzáramok értékének meghatározásához megfelelő diszkont ráta
szükséges.AzEBA/GL/2017/16általmegállapítottiparágisztenderdszerintez3havireferenciakamatláb(pl.BUBOR)
ésegy5százalékpontoskockázatiprémiumösszegekéntállelő.Ajelenlegikamatkörnyezetbenez10%-osdiszkontrátát
jelent.Akezdetiidőponttólacsődbekövetkeztéigeltelt idő,TL1év,azértékesítésigeltelt idő,TD4év,összhangban
abenchmarkkénthasználtLGDmodelldokumentációjábanjavasolt,acsődeseménytkövető3évesértékesítésiidővel.Így
tehátalakásárak4évenkeresztülváltoznak,egészenazértékesítéspillanatáig.AzMNB2019decemberipénzügyistabilitás
jelentésébőlisazszűrhetőle,anemteljesítőadósokjellemzőentöbbévettöltenekkésedelembenamegállapodáselőtt.
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4. Adatok

LAKÁSÁRINDEX

AzMNBlakásárindexországosanaggregáltidősora1990Q1időszakától,mígarégióéstelepülésméretszerintmegbontott
idősorok2001Q1-tőlérhetőel,negyedévesgyakorisággal.Amintábanszereplőutolsómegfigyelés2021Q3.Azelemzéshez
anominálislakásárindexethasználom,hiszenhitelkockázatiszempontbólisafedezetnominálisfelvagyleértékelődése
relevánsabankszámára.

Alakóingatlanokpiacaföldrajziszempontbólheterogén,különbözőrégiókbanvagytelepüléstípusokonazárakváltozása
jelentőseneltérhetazországosátlagtól.Azinformációvesztéselkerülésevégettagranulárisabbrészindexekkeldolgoztam,
azaggregáltországosindexhelyett.Ezáltalakülönbözőtelepüléstípusokraésrégiókrakülönmodellekállnakelő,ami
elemzésiszempontbólisérdekeseredményekkelszolgálhat.Továbbá,ígyarégiókegyediszórásasemtűnikelazaggregálás
során,amiszintenfontoslehet,mivelazLGDnövekvőalakásárakvolatilitásában.Ígyarészindexekhasználatábólfakadó
előnyökfelülmúljákarövidebbidősorbólfakadóhátrányokat.Annakérdekében,hogyazLGD-keseténországosátlagként
isértelmezhetőeredményeketkapjak,azMNBáltalpublikáltrészindexsúlyokathasználom,azaggregáltindexetpedig
viszonyításipontkénthasználom.

CSŐDRÁTA

Alakásárhozamésacsődgyakoriságközöttikapcsolatfeltárásáhozhasználtcsődrátaidősort5magyarbanklakáscélú
jelzáloghiteladatainakfelhasználásávalkészült.Alefedettidőszak2004-től2017-igtart,ígyegyteljeshitelciklusttartalmaz.
Egységescsőddefinícióalapjánakkorváltnemteljesítővéegyhitel,haahuzamosabbideig90napontúlikésedelembeesett,
vagyhaakésedelemhosszameghaladtaa365napot.Acsőddefinícióbanmegkövetelttöbbszöri90naposkésedelemből
adódóanalacsonyabbavalószínűségeegy,ígynemteljesítőnekítélthitelesetén,hogyújrateljesítővéváljon,mintaz
elterjedtegyszeri90naposcsődfogalomesetén.Afedezetlikvidálásavagyahiteleladásaahosszabbkésedelembenlévő
adósokeseténreleváns,ígyezaszigorúbbnakmondhatócsőddefiníciójólilleszkedikamodellhez.

HFM ELOSZLÁS

AportfóliószintenszámítottLGDértékekmeghatározásáhozszükségesHFMeloszlásokelőállításáhozazMNB2017
decemberiMakroprudenciális, valamint a 2020.májusi és 2021. júniusi Pénzügyi stabilitási jelentésében publikált
Magyarországra jellemző eloszlásokat használtam. Az eloszlások a tárgyév előtti kettő évben újonnan kihelyezett
jelzáloghitelekHFMértékeibőlállnakelő.Azígyösszeállítotteloszlás-idősoriskettőévesfrekvenciájú.
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5. Eredmények

5.1. LAKÁSÁRINDEXEKRE ILLESZTETT EXPONENCIÁLIS ORNSTEIN-UHLENBECK 
FOLYAMAT

Azelemzésáltallefedett,2001Q1ésa2021Q3közötti(aggregáltésgranuláris)lakásárindexekalakulásátaz1.ábramutatja.
Azábránlátható,hogyalakóingatlanoknominálisárai2001és2008közöttnövekedtek,majdazamerikaijelzáloghitel-
piacról indultgazdaságiválságotkövetőenegészen2013-2014-igcsökkentekországszerte.Azeztkövető időszakban
egészenavizsgáltidőszakvégéigerősnövekedéshatároztamegazingatlanárakat,pedigazidőszakmagábanfoglalja
a2020eléjénkirobbantcovidválságotis.Azábrárólleolvasható,hogyazországkülönbözőrégióibanazingatlanárak
hasonlóanmozognakegy-egyidőszakalatt.

Akvantitatívelemzésalapjaalakásárindexlogaritmusa,azadatokjobbmegértésemiattazonbanérdemesaloglakásárak
különbségét,aloghozamokatisvizsgálni.Az1.táblázatazMNBlakásárindexsegítségévelképzettnegyedéveslogaritmikus
lakásárhozamokleíróstatisztikáittartalmazza.Alegalacsonyabbátlagosloghozammalaközségekingatlanárairendelkeztek,
azidőszakbanbővenlemaradvaatöbbiindextől.Alegmagasabbátlagosnövekedésselaközép-magyarországi,észak-alföldi
ésközép-dunántúlivárosokrendelkeztek,őketkövetteabudapestiindex.Aloghozamokszórásaaközségekeseténvolt
alegmagasabb,ígyalegkisebbhozamhozaszórásalapjánalegnagyobbkockázattársultezekenatelepüléseken.Erreaz
alulteljesítésreakétévtizedurbanizációsfolyamatailehetnekamagyarázat.Aközép-magyarországiindexeseténamagas
hozamhozmagasabbszórásistársul,aközségekutánalegnagyobb.Ezajelenségrészbena2021Q1-esloghozamnak
köszönhető,aminekértékekiugróanmagas,20%körüli,ezegybenazegészmintalegmagasabbhozamais.Avárosok
aggregált indexénekalacsonyszórásamutatja,miértérdemesarészindexekszintjére lemenni,hogyaz ingatlanárak
bizonytalanságábólminélkevesebbvesszenelamodellezéssorán.

1. ábra
MNB lakásárindex alakulása
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Az ábrán a negyedéves gyakoriságú, nominális MNB régiós lakásárindexek alakulása látható 2001 Q1 és 2021 Q3 között.
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1. táblázat
MNB lakásárindexekből képzett negyedéves loghozamok leíró statisztikái

Átlag Szórás Min Max Medián

Országos 1,81 2,71 -4,94 8,00 1,73

Budapest 1,81 3,51 -8,92 11,86 1,74

Városok 1,82 2,96 -4,45 8,50 1,87

VárosokDélAlföld 1,74 3,35 -6,73 8,37 1,80

VárosokDélDunántúl 1,65 3,57 -9,67 8,93 1,35

VárosokÉszakAlföld 1,91 3,36 -6,49 13,03 1,87

VárosokÉszakMagyarország 1,74 3,46 -7,20 10,56 1,65

VárosokKözépDunántúl 1,83 3,37 -6,80 8,01 2,15

VárosokKözépMagyarország 1,97 3,70 -4,91 16,42 2,10

VárosokNyugatDunántúl 1,53 3,07 -6,83 7,20 1,79

Községek 1,42 4,22 -5,37 14,78 1,03

A minta a 2001 Q1 és 2021 Q3 közötti időszakot fedi le. A loghozamok százalékos formátumban jelennek meg.

5.1.1. A trendmodell eredményei

AMódszertanfejezetalapján,alogaritmizáltlakásárakraillesztetttrendmeghatározásaegyegyszerűlineárismodell
segítségéveltörtént.Aparaméterkalibrálássorán,atrendszűréshezhasználtlineárismodellbenafüggőváltozótehát
aloglakásár,amagyarázóváltozópedigazidő(évekbenmérve)akonstansmellett,lásd18.egyenlet.Azígymeghatározott
trendmodellezésiszempontbólalakásárakdeterminisztikus,azeltérésektrendtőlpedigasztochasztikusrészénekfoghatók
fel.Azegyesrégiósindexekeseténaregressziókeredményeia2.táblázatbantalálhatók.

Aregressziósegyütthatókegyértelműenszignifikánsnakbizonyultak(1%-osszintenis)mindenrégióesetén,azazazegyszerű
modellszerintanominálisingatlanáraktrendszerűennövekedtekavizsgáltidőszakalattországszerte.Atrendmodellek
eredményeiösszhangbanvannakarészindexekátlagosloghozamainálmegfigyeltterületiheterogenitással,ésaterületek
egymáshozviszonyítottkülönbségeivel.

2. táblázat
A lineáris trendmodell eredményei

Becsült érték Standard hiba t statisztika

α β α β α β R2

Országos 4,768 0,045 0,039 0,003 123,469 14,203 0,713

Budapest 4,587 0,057 0,049 0,004 93,468 14,025 0,708

Városok 4,833 0,042 0,039 0,003 123,086 13,046 0,678

VárosokDélAlföld 4,832 0,039 0,042 0,003 116,294 11,219 0,608

VárosokDélDunántúl 4,789 0,036 0,039 0,003 123,406 11,195 0,607

VárosokÉszakAlföld 4,933 0,041 0,039 0,003 125,411 12,524 0,659

VárosokÉszakMagyarország 4,964 0,034 0,046 0,004 108,194 8,836 0,491

VárosokKözépDunántúl 4,768 0,043 0,045 0,004 105,786 11,619 0,625

VárosokKözépMagyarország 4,789 0,053 0,038 0,003 126,004 16,939 0,780

VárosokNyugatDunántúl 4,707 0,039 0,035 0,003 135,770 13,650 0,697

Községek 4,816 0,028 0,032 0,003 148,291 10,496 0,576

A régiós lakásárindexek logaritmusán becsült, lineáris trendmodell eredményei láthatók a táblázatban. A konstans és az eltelt évek együtthatói, 
illetve ezek standard hibái és t-statisztikái. Az utolsó oszlop a trend modellek R2 mutatóit tartalmazza.
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5.1.2. A fedezet várható hozama

A lakásár loghozamok, illetve a csődráták együtt mozgásából fakadó, a fedezetekre vonatkozó várható hozam
meghatározásánakmenetét aMódszertan fejezet tartalmazza. A  idősor éves frekvenciájú, így éves loghozamokat
használtamamodellezéshez.Acsődrátákidősoraa3.ábránlátható,arátákátlagosértékeavizsgáltidőszakban1,54%volt.
Azábrárólleolvasható,hogymindalakásárindex,mindacsődrátáka2008-asévfolyamánindultakromlásnakés2013-14
utánváltoztakkedvezőirányba.Ígykvalitatívanakétmutatóközöttkapcsolatfedezhetőfel.Akapcsolatstatisztikailagis
erős,aPearsonkorrelációértéke-0,86.Azegyüttmozgásellentétesirányú,amiaközgazdaságilogikávalmegegyezik.Ok-
okozatiösszefüggéstermészetesennemmegállapítható,deezamodellezésszempontjábólnemprobléma,egysúlyozott
átlagmeghatározásaacél.

Asúlyozottátlagszámítástelvégezve(23.egyenlet)adódik,hogyafedezetekvárhatóhozamánakévesértéke-0,16%.Azaz
átlagbannullaközelinövekedésirátáklesznekjellemzőekafedezetekértékéreakülönbözőrégiókban,szembenatrend
modellekbenlátott4%körülirátákkal.

5.1.3. Trendtől szűrt modell eredményei

Aloglakásárindextrenddeligazított(„detrended”)mértékétúgykaphatjuk,azadottidőszakiloglakásárindexbőlkivonjuk
azidőszakravonatkozó,trendmodellalapjánbecsültértéket.Azígykapotttrendtőlszűrtidősoranullakörüloszcillál,
ahogya2.ábránislátható.Kiolvashatóaktovábbá,amáralakásárindexnélleírtlakáspiacifolyamatokhullámzásának
szakaszai.Atranszformáltidősorbólazislátszik,hogya2004-2008közöttalakáspiacikonjuktúramértékekéntfelfogható,
trendtőlvetteltéréshosszanstagnált.Ezzelszembena2015-benkezdődöttingatlanpiacicikluseseténezastagnálásmég
nemfigyelhetőmeg.Annakellenéresem,hogyatrendtőlvetteltérésmárjelentősenmeghaladjaa2008-asértékeket
mindenrégióesetén.

2. ábra
Lakáscélú jelzáloghitelek csőd rátájának alakulása 
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A ráták egységes default definíció szerint lettek meghatározva 2004 és 2017 között, 5 magyar bank adatai alapján.
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Atrendtőlszűrtidősoroksegítségével,aMódszertanfejezetbenvázoltbecslésieljárássalhatároztammegatrendhez
visszahúzóκ,ésazindexvolatilitásátjellemzőσpiacparamétereket.Azautoregresszívmodellekeredményeit–amialapján
a κésσpiacmeghatározásrakerülteka21.és22.egyenletalapján–azMelléklettartalmazza(8.6.).Abecsültértékeket,
egyévesidőegységgela3.táblázattartalmazza.Atáblázatbanszembetűnő,hogypéldáulazországos,azazaggregált
lakásárindexeseténatrendhezvisszahúzásbecsültparaméterenullaközeliésnegatív.Anulláhozközelikifejezetten
közeliértékekráadásulaközségekésegy-kétrégióvárosainakindexénkívülmindenrészindexreigaz.Ezaztmutatja,hogy
amagyarnominálisingatlanárakranemjellemzőerőstrendhezvisszahúzás,legalábbisavizsgáltidőszakalattbiztosan
nemvoltjellemző.EzazeredménykonzisztensBerkiésSzendrei(2017)eredményével,miszerintalakásárrésperzisztens.
Anemzetköziindexekenmegfigyeltjelenségekkelellentétesezamegállapítás.Fabozzietal.(2012)azEgyesültkirályság
lakásárindexére0,11mértékű,Pelizzaetal.(2020)olaszrégiósindexekre0,06és0,15közöttiκparamétereketbecsült.
Egylehetségesmagyarázatamagyarlakáspiacsajátosságánkívül,amintaidőszakhosszaésciklikusjellege.Avizsgálat
általlefedettidőszakegyrésztnemhosszú,ráadásulamellett,hogylefedegyteljesciklust,egymásikmegkezdettciklusnak
csakafelívelőszakaszáttartalmazza.Feltételezhető,hogyamennyibenmárnégy-ötteljesingatlanpiaciciklustlefedne
amodell,márkevésbélenneérzékenyerreafelívelőszakaszra.

Ezzelegyütt,kétokmiattezekkelabecsültparaméterekkeldolgoztamtovább.Egyrészről,modellezésiszempontbólanulla
körüliκindexértékekeseténazOUfolyamathatárértékbentartegyegyszerűBrown-mozgáshoz(drifttel),amiígyazáltalános
modellspeciáliseseténektekinthető.Másrészről,azLGDmodellezésszempontjából,akisebbκindexértékekmagasabb
szórásteredményeznek,amiígyvalamivelkonzervatívabbLGDrátákateredményez,amiígyprudensbecslésnektekinthető.

3. ábra
Trendtől szűrt logaritmizált lakásárindexek alakulása
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A trendtől szűrt érték a log lakásárindex és a trendmodell alapján becsült érték különbsége. Az ábrán a 2001 Q1 és 2021 Q3 közötti időszak 
látható.
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3. táblázat
Ornstein-Uhlenbeck folyamatok becsült paraméterei

κindex σpiac

Országos -0,042 0,054

Budapest 0,000 0,070

Városok -0,016 0,059

VárosokDélAlföld -0,007 0,067

VárosokDélDunántúl -0,027 0,071

VárosokÉszakAlföld 0,050 0,067

VárosokÉszakMagyarország 0,062 0,070

VárosokKözépDunántúl -0,041 0,067

VárosokKözépMagyarország 0,040 0,074

VárosokNyugatDunántúl -0,027 0,061

Községek 0,072 0,085

A becslés a régiós trendtől szűrt logaritmizált lakásárindexeken zajlott, a paraméterek évesítettek.

Amodellfeltevéseszerintareziduumoknormáliseloszlástkövetnek–hiszenaBrown-mozgásnövekményekéntállnak
elő.Areziduumoknormalitása,tesztelhetőaJarque-Beratesztsegítségével.Atesztekeredményeiaztmutatják,hogy
a reziduumok normalitásának hipotézisét nem lehet elutasítani 5 százalékos szinten, csak egy részindex a közép-
magyarországivárosokesetén.Ezesetbenisamáremlített2021Q1-es,negyedévoutlierértékeokozzaazalacsonyp
értéket.Ennekamegfigyelésnekazeltávolításaután,errearészindexreisellehetfogadnianormalitáshipotézisét.(lásd
8.7Melléklet)

5.1.4. Egyedi ingatlanárak volatilitása

Azindexekrevonatkozóbecsültvolatilitáséstrendhezvisszahúzásparaméterek,valamintazegyediszórássegítségével,
előállíthatóegyediingatlanokkumuláltloghozamánakvolatilitásaafeltételesvarianciaegyenlet(26.egyenlet)alapján.
Ezekmindenrégióéstelepüléspáreseténeltérhetnekazokeltérőkockázatiprofiljamiatt,amikafentiparaméterekben
tükröződnek.AközségrészindexekeseténavolatilitásparaméterszintetikusanálltelőaMódszertanfejezetbenrészletezett
módon.

Azegyedi ingatlanokkumulált loghozamánakvolatilitása,amellett,hogyazLGDmodellegyik fontosösszetevője,az
ingatlantulajdonosokszámáraisfontosmutatószámlehetbefektetésükkockázatánakmérésére.Azingatlankitettségek
jellemzője,hogyabefektetőkkisszámú–alegnagyobbrészükegydarab–eszközttart,ígyannakazegyedikockázatának
iskivannaktéve.A4.ábránazelteltévekszámánakfüggvényébenláthatóakumulálthozamszórása,továbbáazországos
indexvolatilitásából számított,egyszerűbecslésugyanerre, amelynemveszifigyelembeaz idioszinkratikus szórást.
Látható,hogya„naiv”becslésjelentősenalulbecsüliabefektetéskockázatát,amennyibenazalkalmazottegyediszórás
nagyságrendjételfogadjuk.Abbóladódóan,hogyaközségekheztartozórégiósindexekbecsültvolatilitásparamétere
nagyobb,ígyazelsőpárévbenmagasabbkockázatistársulezekhezazindexekhez.Feltűnőazonban,hogyidővel,nagyjából
a6-7.évtőlkezdvemásindexekvolatilitásamármagasabb,mintafalvakramodellezettszám.Ezaközségekrelatíve
erőstrendhezvisszahúzásparaméterénekköszönhető,amihosszabbtávoncsökkentiakockázatot.Arészletesrégiósés
településtípusbontásúvolatilitásokazMellékletbentalálhatók,a6.táblázatban.



MAGYAR NEMZETI BANK

MNB-TANULMÁNYOK 146. • 202222

5.2. A KAPOTT LGD ÉRTÉKEK RÉGIÓS BONTÁSBAN

AbecsültlakáspiacifolyamatokparamétereinekésaMódszertanfejezetbentaglalttovábbihitelkockázatiszempontból
relevánsparamétereksegítségévelösszeállíthatóazLGDmodella17.egyenletalapján.Alikvidációpillanatáighátralévő
várhatóhozam, illetvevolatilitás ismeghatározhatóaz25és26.egyenletalapján, régió-településtípusbontásban.
Avárhatóhozam(μY)-7,5%és4%,avolatilitás(σY)23,4%és27,3%közöttmozgottrégiótólfüggően,lásd8.9.Melléklet.
A17.egyenletmindentagjameghatározásrakerültmindenrégióesetén,kivévea

 

 9/31 

A piaci és az egyedi folyamatok eredményei alapján meghatározható a fedezetérték eloszlása is. Az 5. egyenletbe 
behelyettesítve a folyamatokat a következő egyenletet kapjuk, ami alapján a folyamat szintén Gauss-folyamat: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎,-./ Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

,-./
!

+
+ 𝜎𝜎-0-1 ∙ 𝑊𝑊!

-0-1, (13) 

aminek várható értéke és varianciája – felhasználva, hogy a két folyamat független - a következőképpen alakul: 
𝜇𝜇3 = 𝜇𝜇3

,-./ + 0 = 𝜑𝜑! − O𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+
,-./P𝑒𝑒$5(!$+) (14) 

  
  

𝜎𝜎3
7 = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!

-809:T𝑌𝑌+-809:U + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉S𝑌𝑌!
-0-1T𝑌𝑌+-0-1U = (𝜎𝜎,-./)7

1 − 𝑒𝑒$75(!$+)

2𝜅𝜅 + (𝜎𝜎-0-1)7 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑡𝑡) (15) 

A lakásárak logaritmusának vizsgálata után megállapítható a lakásárak szintjére, hogy a 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+ valószínűségi változó 
minden 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 időszakban lognormális eloszlást követ, hiszen annak logaritmusa (𝑌𝑌!"|𝑌𝑌+) 𝑁𝑁(𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3

7) eloszlást követ. 
Amennyiben behelyettesítjük az előző szakasznak az 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 függvényét a 𝐶𝐶!"  függvényében (3. egyenlet), illetve az 
imént meghatározott 𝐶𝐶!"|𝐶𝐶+	eloszlását, megkapjuk a várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 integrál egyenletét, ami a 6. egyenlet 
behelyettesítésével megoldható. Az integrálegyenlet értelmezhető úgy, hogy mint a transzformált ingatlanár várható 
értéke, az első tag az LGD függvénnyel transzformált ingatlanár, a második pedig az ingatlanár eloszlása. 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Qmax A0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 B
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp	[−

1
2 A

ln𝐶𝐶!" − (ln𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

] 𝑑𝑑𝐶𝐶!"  

A várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula tovább alakítható az integrál megoldása segítségével (lásd 1.7.1 Appendix),  

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Φ(−𝑑𝑑) − (1 − 𝑘𝑘)𝑒𝑒$%(!"$!!) 𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
;+4<

7=+
,
Φ(−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3)) (17) 

ahol 𝑑𝑑 =
>?-$.4;+

=+
, illetve 𝑋𝑋 = )*"

<$@
𝑒𝑒%(!"$!!). 

A kapott várható 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 formula az intuíciónak megfelelően csökken a 𝐶𝐶+ értékében, a kezdeti fedezet minél magasabb 
értéke alacsonyabb LGD értékeket indukál. Hasonlóan a  ($

)*"
 hányados, azaz HFM értékének növekedésével is 

csökken a veszteség (Frontczak és Rostek (2015)). A 17. egyenletben látható formula Monte Carlo szimulációk 
segítségével is validálásra került (lásd 1.7.6 Appendix). 

1.3.3. Fedezetérték-paraméterek kalibrációja 
A fedezetérték-paraméterek (𝜇𝜇3, 𝜎𝜎3) meghatározását a piaci paraméterek és az egyedi szórás segítségével végeztem, a 
14. és 15. egyenlet szerint. A piaci paramétereket a lakásárindex-folyamat alapján becsültem, az egyedi szórás 
meghatározásához szakirodalmi eredményekre támaszkodtam. A lakásárak trendjének meghatározásakor nem a nyers 
lakásárindex trendjét vettem alapul, hanem egy olyan trendet számítottam a lakásárindex és egy csődráta idősor 
segítségével, ami kontrollál a jelzáloghitel csődök és a lakáspiaci folyamatok együttmozgására. Erre azért van szükség 
mert a csődbe ment hitelek esetén felülreprezentáltak az alacsony ingatlanpiaci hozamok a csődesemények okozta 
összetételhatás miatt.  
A következő szakaszokban a kalibráció lépéseit részletezem és indoklom. Elsőként a nyers lakásárindex folyamat trend 
tisztítását és az OU paraméterek becslési eljárását részletezem, Fabozzi et al. (2012) ajánlásának megfelelően. Majd a 
módosított trendfüggvény meghatározását, végül az egyedi szórás beépítését mutatom be. 

1.3.4. Lakásárindex paraméterek becslése 
A lakásárindexekre illesztett exponenciális OU folyamat paramétereinek becslését Fabozzi et al. (2012) ajánlásának 
megfelelően két lépcsőben végeztem el. Fabozzi et al. (2012) első lépésben egy lineáris trend modell -  𝜑𝜑+ = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 - 
becslését javasolja a logaritmizált árindexre (𝑌𝑌+-809:).  

𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑌𝑌+f  (18) 
Az így származtatott 𝑌𝑌+f  a loglakásárfolyamat trendtől szűrt része. A trendtől szűrt rész így mint a trend model hibatagja 
áll elő, nulla várható értékkel és a modell szerint OU folyamatot követ. Ezután a kapott konstans várható értékű OU 
folyamat paramétereinek becslését Chaiyapo és Phewchean (2017) által vázolt legkisebb négyzetek eljárásával (LSE) 
végeztem.  
A 8. egyenletbe a 𝑇𝑇 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 behelyettesítéssel, felhasználva a 9. és 10. egyenlet eredményeit, és a 𝑌𝑌+-809: = 𝜑𝜑+ + 𝑌𝑌+f  
helyettesítést, adódik a következő diszkrétizált egyenlet, ahol ∆𝑊𝑊+

,-./ a Brown-mozgás növekménye független azonos 
eloszlású és 𝑁𝑁(0,1) eloszlást követ:  

tagot,amiegyenlőajelzáloghitel
HFMértékével.AHFMaziparágbanszéleskörbenhasználtkockázatimutató,ígyennekfüggvényébenhatároztammeg
azLGDrátákat.

Az5.ábránarégiónkéntelőálltLGDrátákláthatókaHFMfüggvényébenábrázolva,feketepontokkalarégiósmodellek
súlyozottátlagakéntelőállóországosLGD.Asúlyokarégiókingatlantranzakcióinakszámávalarányosak.Így,feltételezve,
hogyahitelfolyósítások szinténa tranzakciók számávalarányosak,adódik,hogyazösszesúlyozással készültmutató
értelmezhetőegybankországosanreprezentatívhiteléheztartozóLGD-nek.Avárakozásokkalösszhangbanasúlyozott
régiós LGDmindenHFMérték eseténmagasabb az országos index alapján számítottnál, az eltérésmaximuma1,6
százalékpont. Az összesúlyozott LGD függvény egy MSE optimalizáció alapján pontosan közelíthető, amennyiben 
μY=–2,9%ésσY=25,1%értékekethelyettesítünka17.egyenletbe.Ígyezeknekazártformulásmegoldásoknakazelőnye,
hogyazalacsonyszámításiigényazösszesúlyozottmodellreisfenntartható.

Nemteljesítés esetén a várható veszteségráta a községek esetén a legmagasabb, a legkisebb Budapest esetén és
aközép-magyarországivárosokesetén.Ezarrautal,hogya legnagyobbhatásaavárhatóhozamnakvoltazLGD-re,
szembenavolatilitással,illetveazaztbefolyásolóvisszahúzóparaméterrel.AzHFM80%-osértékemellettazLGDaz
észak-alföldiközségekre38%,Budapestre31%,ígyakétrégióközöttazeltérés7százalékpontkörüli.Ajelenleghatályos
adósságfékszabályokszempontjábólisrelevánsleheta80%-osHFMeseténkapottországosátlagosLGDérték,ennek
nagysága35%.ArészletesrégióséstelepüléstípusbontásúLGDrátákazMellékletbentalálhatók,a8.táblázatban.

Az5.ábrajólmutatjaazLGDnemlineáristermészetét,alacsonyabbHFMértékekeseténafüggvénymeredekségealacsony,
azonban50%felettiHFMmutatókeseténameredekségmegnő.Ennekkövetkeztébenegyalacsonyhitelfedezetimutatóval
rendelkezőadóshozképestegymagasmutatóvalrendelkezősokszorosanmagasabbveszteségrátátjelentabanknak

4. ábra
Egyedi ingatlanbefektetések kumulált loghozama
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Az ábrán különböző lokációkon elhelyezkedő, egyedi ingatlanbefektetések kumulált loghozamának szórása látható, a befektetési időhorizont 
függvényében.
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nemteljesítésesetén.NagyonmagasHFMértékekeseténameredekséglassancsökkennikezd,azonbanezajelenség
azadósságfék-szabályokmiattmárkevésbéreleváns.Azábráról leolvasható,hogya80%-osadósságfék-limitazLGD
függvényekmeredekszakaszántalálható,egykisebbváltoztatásisrelatívejelentősLGDhatássaljárna.

5.2.1. Összevetés egy benchmark modellel

Akapotteredményekrealitásánakvizsgálatavégettérdemesösszevetniőketegy„challenger”modellszámaival.Aválasztott
benchmarkmodellazECBáltal2018-banvégzett,AssetQualityReviewsoránalkalmazottlakosságijelzáloghitelLGL(Loss
GivenLoss)modell(ECB(2018)).AmodellszinténaHFMfüggvényébenhatározzameganemteljesítésiveszteségetegy
folytonosfüggvénysegítségével.AkezdetiHFM-tamodellazingatlanárakváltozásávalésaköltséghányaddalmódosítja,
így állítja elő a korrigált HFM-t. Ezután a fedezetek eladására alkalmazotthaircut-ok és az eladások volatilitását is
figyelembevevőfolytonosszigmoidfüggvénysegítségévelrendelihozzáakorrigáltHFM-hozazLGDrátát.Amodell
alkalmazásáhozazingatlanárakváltozását,afedezetekeladásihányadátésszórását,acsődigésazeladásigelteltidőt,
illetveamegfelelődiszkontrátátkellmeghatározni.Ezekreazértékekre javaslatot isnyújtakézikönyv,egyprudens
„downturn”azazstresszidőszakiLGDfüggvénymeghatározásához.Ebbenazesetbenazingatlanárak10%-oseséseteszi
afüggvénytstresszidőszakivá.

A6.ábránasúlyozottországosLGDfüggvénytvetettemösszeadownturnbenchmarkmodell,illetveegyingatlan-áresés
nélkülképzett,ígynemdownturnbenchmarkfüggvényeredményeivel.Mindkétbenchmarkmodelleseténadiszkontrátát
10%-banhatároztammeg,hasonlóanasztochasztikusmodellhez.Azábrárólleolvasható,hogy40%felettiHFMesetén
súlyozottországosLGDfüggvényadownturnbenchmarkmodellhezképestkisebb,deanemdownturnfüggvénynél
nagyobb.Alapvetőenelmondható,hogyakétnemdownturnLGDfüggvényhasonlóanalakul.

5. ábra
LGD ráták a kezdeti HFM függvényében
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5.2.2. Magyar lakossági jelzáloghitel-portfólió

AzösszeállítottországosLGDmodellsegítségévelbecslésadhatóegyhitelportfólióvárhatóLGDrátájárais,haannakHFM
eloszlásaismert.Aportfólióravonatkozóbecslés,akárcsakazLGDfüggvény,egyvárhatórátáravonatkozik,azadottidőszak
makrogazdaságikilátásaitnemveszifigyelembe.Ilyenértelembeninkábbahitelportfólióminőségéttükrözi,azLGD-re
leginkábbhatóHFMeloszlásbólleszűrveazt.Ezalapjánthrough-the-cycleszemléletűbecslésnektekinthető.Point-in-
timejellegűindexazingatlanárakelőrejelzésénekbeépítésévellehetneelőállítani.AzLGDfüggvényeknemlinearitásából
fakadóanaportfóliószintűvárhatóLGDrátákatfőképpamagasHFMértékkelrendelkezőkihelyezésekarányahatározza
meg.

6. ábra
Az aggregált országos és a benchmark modellek LGD rátái
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A kezdeti HFM függvényében.

7. ábra
Újonnan kihelyezett jelzáloghitelek várható LGD rátái a HFM eloszlás alapján
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A HFM eloszlások két év során Magyarországon kihelyezett hitelekre vonatkoznak és volumen alapúak. Az adatok 2005 és 2021 között állnak 
rendelkezésre.
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Aportfólió várható LGD-jét leíró idősor így amellett, hogy a hitelkockázat egyik fontos komponensét ragadjameg,
egykockázatiésüzletiszempontbólrelevánsmutatóbanösszegziazújonnankihelyezettmagyarjelzáloghitelekHFM
eloszlásánakegészét.EbbőladódóanLGDkockázatiindexkéntisalkalmazható.A7.ábránazindexalakulásalátható2005és
2021között.Azábrárólleolvasható,hogya2009-etmegelőzőkétévsoránmagasszintreemelkedettazújonnankihelyezett
hitelekLGDkockázatiprofilja,elérvea25%-osvárhatóLGDértéket.Aválságidőszakalatt,a2009-etkövetőidőszakban
feltehetőenabankokszigorúhitelezésifeltételeimiattjelentősenjavultezakockázatimutató.Azindex2017utántovább
csökkent,feltehetőlegerreaCSOKésBabavárókormányzatiprogramokishathattak,amiksokesetbenegészíthettékki
apiacilakáscélúhiteleket.Abenchmarkmodellekeseténiskirajzolódikezafolyamat.A2021-etmegelőzőidőszakban
folyósítotthitelekreaportfólióminőségalapjánamodell10%körülivárhatóLGDbecsléstad.
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6. Összefoglaló

Atanulmánybanvizsgáltmodell,aFrontczakésRostek(2015)alapján,egysztochasztikusanváltozófedezetiértékmelletti
várhatóLGDmodellkalibrálásaamagyarlakosságijelzáloghitelpiacra.AmagyarspecifikusmodelllétrehozásáhozazMNB
lakásárindexekreegysztochasztikusfolyamatot,azexponenciálisOrnstein-Uhlenbeckfolyamatotillesztettem.Eztaminél
kevesebbinformációvesztésérdekébenarégióésatelepülésszerintibontásbanközöltindexekszintjénvégeztem.Ezenfelül
amodellbenfigyelembevettemahitelbedőlésébőladódótöbbletinformációtafedezetértékvárhatóhozamára,illetve
azegyediházakárváltozásánakbizonytalanságátis.Atovábbinemteljesítésselkapcsolatosparamétereketanemzetközi
szakirodalommalösszhangbanállapítottammeg.Robusztusságivizsgálatkéntegybenchmarkmodelleredményeivel
hasonlítottamösszeazépítettmodellLGDértékeit.

Amagyarlakásárindexeksztochasztikusfolyamatainakillesztésesorántöbbújeredménytiskaptam.Arégióslakásárindexek
heterogénképetmutatnak,mindazáraknövekedésitrendjét,mindahozamokszórásátvizsgálvaezlátható.Afőváros,
aközép-magyarországiésaközép-dunántúlivárosokeseténazáraknövekedésitrendjemagasvolt,mígaközségekindexe
eseténalacsony.Aközségek indexéremagasvolatilitásvolt jellemző.A logaritmizált lakásárindexekrőlelmondható,
hogyazOUmodellbenatrendhezvisszahúzástmérőkappaparaméterértékeszintemindenesetbennullaközeli,azaz
atrendtőlhuzamosabbideigeltudnakszakadniazingatlanárak.Másországokeseténezavisszahúzásjelentősszokott
lenni,Magyarországonatrendhezhúzásegyedülaközségekindexeeseténvoltjelen,esetükbenisgyengehatásróllehet
beszámolni.Atrendtőlvetteltérés2021Q3eseténalegmagasabbazidősorban,amialakáspiaciciklusjelenlegiállapotáról
hordozhatinformációt.AlakásárindexreillesztettOUmodellésazegyediszóráskumulálásaalapjánadódószórásmértéke
jelentősenmeghaladjaacsaklakásárindexreillesztettnaivmodellvolatilitásátabefektetésiidőhorizontmindenpontján.
Eredményeimszerintazingatlanpiacésabedőlésekerőskorrelációjamiatt,anemteljesítőfedezetekértékénekvárható
hozamaalacsony.Ezafeltételesvárhatóhozaméventemaximum1%éslegrosszabbesetben-2%körülalakulhatrégiótól
függőenamodellezésszerint.

AkapottLGDmodelleksegítségévelazonosíthatókanemteljesítéskoriveszteségrátákszempontjábólkockázatosabbrégiók
éstelepüléstípusok.AmodellszerintazLGDrátákaközségekeseténalegmagasabbak,Budapestésaközép-magyarországi
városokeseténalegalacsonyabbakadotthitelfedezettségiszintmellett.Ezadifferenciaakár7százalékpontosislehet.
ArégiósbontásbankészültmodellekaggregálásávalkészítettországosLGDmodellésazországoslakásárindexalapján
számítottLGDmodellkülönbsége1-1,5százalékpontkörülalakul.Azimplementáltsztochasztikusmodelleredményei
szerintazLGDfüggvényerősennemlineárisafolyósításiHFMfüggvényében.Azországosmodellalapjánkészítettvárható
LGDbecsléshitelportfóliókraiselkészíthető,ígythrough-the-cycleszemléletűLGDkockázatiindexkéntishasználható.Ebből
leolvasható,hogyamagashitelfedezetimutatójúhitelezésvisszaszorulásamiatt,azújonnankihelyezettjelzáloghitelek
LGDprofiljajelentősenjavultMagyarországon2009óta.

Azeredményekrelevánsaklehetnekhitelintézetekszámárajelzáloghitelkihelyezésidöntéseik,valamintkockázatkezelési
folyamataiksorán.Emellettalátámaszthatjaakisebbtelepülésekeseténbevettszokást,miszerintszigorúbbhitelbiztosítási
értékekethatároznakmegabankok.Hasonlóképp,akisebbtelepülésekmagasabbvárhatóLGDértékeiastatisztikaialapú
értékbecslésalkalmazhatóságánaktelepülésméretszerintmeghatározottfeltételeitisalátámasztja.AzLGDkockázatiindex
ahitelezésifolyamatokrólésazokkockázatárólinformálhatjaazelemzőket.Alakáspiacifolyamatokeredményeipedig
ingatlanbefektetőkszámárahordozhatnakinformációt.
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8. Melléklet

8.1. VÁRHATÓ LGD EGYENLET LEVEZETÉSE

AMódszertanfejezetbentalálhatólevezetésalapjánavárhatóLGDakövetkezőintegrállalegyenlő:
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1.7. Appendix 

1.7.1. Várható LGD egyenlet levezetése 

A Módszertan fejezetben található levezetés alapján a várható LGD a következő integrállal egyenlő: 
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A max függvény helyettesíthető az integrálás határainak változtatásával 
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ezután felhasználva a Riemann integrál linearitását adódik a következő: 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 

 

Q
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp y−

1
2 A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

M

$L

−
𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 Q
1

]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp y−

1
2A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

M

$L
 

 
vegyük észre, hogy az első integrál egyenlő a lognormális eloszlás eloszlásfüggvényével 𝑋𝑋 helyen. Felhasználva, hogy 
a lognormális eloszlás eloszlásfüggvénye kifejezhető a normális eloszlás eloszlás függvényével adódik: 
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A következő helyettesítést alkalmazva jobb oldali integrálra, majd teljes négyzetté alakítva az integrál mögötti 
exponenciális függvény belsőjét, majd felhasználva, hogy az egyenlő a normális eloszlás eloszlásfüggvényével 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3 
helyen tovább egyszerűsödik az egyenlet. 
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Összerakva a kapottakat adódik a következő: 
	

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 	𝛷𝛷 A
ln	 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
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𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
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7Ñ 𝛷𝛷(𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3) 

Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

 

Amaxfüggvényhelyettesíthetőazintegráláshatárainakváltoztatásával
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1.7. Appendix 

1.7.1. Várható LGD egyenlet levezetése 

A Módszertan fejezetben található levezetés alapján a várható LGD a következő integrállal egyenlő: 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Q maxA0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 B
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𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
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A max függvény helyettesíthető az integrálás határainak változtatásával 

0 < 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!" ⟺ 𝐶𝐶!" <
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 ∙ 𝑒𝑒%(!"$!!)

(1 − 𝑘𝑘) = 𝑋𝑋 
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𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"
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𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"
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ezután felhasználva a Riemann integrál linearitását adódik a következő: 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 
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vegyük észre, hogy az első integrál egyenlő a lognormális eloszlás eloszlásfüggvényével 𝑋𝑋 helyen. Felhasználva, hogy 
a lognormális eloszlás eloszlásfüggvénye kifejezhető a normális eloszlás eloszlás függvényével adódik: 
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A következő helyettesítést alkalmazva jobb oldali integrálra, majd teljes négyzetté alakítva az integrál mögötti 
exponenciális függvény belsőjét, majd felhasználva, hogy az egyenlő a normális eloszlás eloszlásfüggvényével 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3 
helyen tovább egyszerűsödik az egyenlet. 
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Összerakva a kapottakat adódik a következő: 
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 
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1.7.1. Várható LGD egyenlet levezetése 
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 
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(1 − 𝑘𝑘) = 𝑋𝑋 
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ezután felhasználva a Riemann integrál linearitását adódik a következő: 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 
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𝜎𝜎3
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{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"
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vegyük észre, hogy az első integrál egyenlő a lognormális eloszlás eloszlásfüggvényével 𝑋𝑋 helyen. Felhasználva, hogy 
a lognormális eloszlás eloszlásfüggvénye kifejezhető a normális eloszlás eloszlás függvényével adódik: 
 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 𝛷𝛷A
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
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𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)
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B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

M
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A következő helyettesítést alkalmazva jobb oldali integrálra, majd teljes négyzetté alakítva az integrál mögötti 
exponenciális függvény belsőjét, majd felhasználva, hogy az egyenlő a normális eloszlás eloszlásfüggvényével 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3 
helyen tovább egyszerűsödik az egyenlet. 

𝑢𝑢 =
−(𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)

𝜎𝜎3
	

	

𝑧𝑧7 =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
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𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

N/

$L
= 𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒[𝜇𝜇3]Q

1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É−
1
2𝑢𝑢

7Ñ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒[𝜎𝜎3	𝑢𝑢] 𝑑𝑑𝑢𝑢
$L

= 𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒[𝜇𝜇3]Q
1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É−
1
2
(𝑢𝑢 − 𝜎𝜎3)7 +

1
2𝜎𝜎3

7Ñ 𝑑𝑑𝑢𝑢
N,

$L

=𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É𝜇𝜇3 +
1
2𝜎𝜎3

7ÑQ
1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É−
1
2
(𝑢𝑢 − 𝜎𝜎3)7Ñ 𝑑𝑑𝑢𝑢
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$L
= 𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É𝜇𝜇3 +

1
2𝜎𝜎3

7Ñ𝛷𝛷(𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3)	

 
Összerakva a kapottakat adódik a következő: 
	

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 	𝛷𝛷 A
ln	 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
B −

𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘) ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É𝜇𝜇3 +

1
2𝜎𝜎3

7Ñ 𝛷𝛷(𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3) 

Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

 

vegyükészre,hogyazelső integrálegyenlőa lognormáliseloszláseloszlásfüggvényével helyen.Felhasználva,hogy
alognormáliseloszláseloszlásfüggvényekifejezhetőanormáliseloszlásfüggvényéveladódik:
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1.7. Appendix 

1.7.1. Várható LGD egyenlet levezetése 

A Módszertan fejezetben található levezetés alapján a várható LGD a következő integrállal egyenlő: 
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0 < 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!" ⟺ 𝐶𝐶!" <
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 ∙ 𝑒𝑒%(!"$!!)

(1 − 𝑘𝑘) = 𝑋𝑋 
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𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
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{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"
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ezután felhasználva a Riemann integrál linearitását adódik a következő: 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 

 

Q
1
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𝜎𝜎3
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{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

M
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vegyük észre, hogy az első integrál egyenlő a lognormális eloszlás eloszlásfüggvényével 𝑋𝑋 helyen. Felhasználva, hogy 
a lognormális eloszlás eloszlásfüggvénye kifejezhető a normális eloszlás eloszlás függvényével adódik: 
 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 𝛷𝛷A
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
B −

𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 Q

1
]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
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𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 y−
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𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3
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7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

M
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A következő helyettesítést alkalmazva jobb oldali integrálra, majd teljes négyzetté alakítva az integrál mögötti 
exponenciális függvény belsőjét, majd felhasználva, hogy az egyenlő a normális eloszlás eloszlásfüggvényével 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3 
helyen tovább egyszerűsödik az egyenlet. 

𝑢𝑢 =
−(𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)

𝜎𝜎3
	

	

𝑧𝑧7 =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)

𝜎𝜎3
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]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 y−
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𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

N/

$L
= 𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒[𝜇𝜇3]Q

1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É−
1
2𝑢𝑢

7Ñ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒[𝜎𝜎3	𝑢𝑢] 𝑑𝑑𝑢𝑢
$L

= 𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒[𝜇𝜇3]Q
1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É−
1
2
(𝑢𝑢 − 𝜎𝜎3)7 +

1
2𝜎𝜎3

7Ñ 𝑑𝑑𝑢𝑢
N,

$L

=𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É𝜇𝜇3 +
1
2𝜎𝜎3

7ÑQ
1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É−
1
2
(𝑢𝑢 − 𝜎𝜎3)7Ñ 𝑑𝑑𝑢𝑢

N,

$L
= 𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É𝜇𝜇3 +

1
2𝜎𝜎3

7Ñ𝛷𝛷(𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3)	

 
Összerakva a kapottakat adódik a következő: 
	

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 	𝛷𝛷 A
ln	 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
B −

𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘) ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É𝜇𝜇3 +

1
2𝜎𝜎3

7Ñ 𝛷𝛷(𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3) 

Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

Akövetkezőhelyettesítéstalkalmazvajobboldaliintegrálra,majdteljesnégyzettéalakítvaazintegrálmögöttiexponenciális
függvény belsőjét, majd felhasználva, hogy az egyenlő a normális eloszlás eloszlásfüggvényével  helyen tovább
egyszerűsödikazegyenlet.
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1.7. Appendix 

1.7.1. Várható LGD egyenlet levezetése 

A Módszertan fejezetben található levezetés alapján a várható LGD a következő integrállal egyenlő: 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Q maxA0,
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𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 B
1
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vegyük észre, hogy az első integrál egyenlő a lognormális eloszlás eloszlásfüggvényével 𝑋𝑋 helyen. Felhasználva, hogy 
a lognormális eloszlás eloszlásfüggvénye kifejezhető a normális eloszlás eloszlás függvényével adódik: 
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exponenciális függvény belsőjét, majd felhasználva, hogy az egyenlő a normális eloszlás eloszlásfüggvényével 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3 
helyen tovább egyszerűsödik az egyenlet. 
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𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 y−

1
2A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

N/

$L
= 𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒[𝜇𝜇3]Q

1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É−
1
2𝑢𝑢

7Ñ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒[𝜎𝜎3	𝑢𝑢] 𝑑𝑑𝑢𝑢
$L

= 𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒[𝜇𝜇3]Q
1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É−
1
2
(𝑢𝑢 − 𝜎𝜎3)7 +

1
2𝜎𝜎3

7Ñ 𝑑𝑑𝑢𝑢
N,

$L

=𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É𝜇𝜇3 +
1
2𝜎𝜎3

7ÑQ
1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É−
1
2
(𝑢𝑢 − 𝜎𝜎3)7Ñ 𝑑𝑑𝑢𝑢

N,

$L
= 𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É𝜇𝜇3 +

1
2𝜎𝜎3

7Ñ𝛷𝛷(𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3)	

 
Összerakva a kapottakat adódik a következő: 
	

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 	𝛷𝛷 A
ln	 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
B −

𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘) ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É𝜇𝜇3 +

1
2𝜎𝜎3

7Ñ 𝛷𝛷(𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3) 

Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 
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1.7. Appendix 

1.7.1. Várható LGD egyenlet levezetése 

A Módszertan fejezetben található levezetés alapján a várható LGD a következő integrállal egyenlő: 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Q maxA0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 B
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp y−

1
2A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

L

$L
 

A max függvény helyettesíthető az integrálás határainak változtatásával 

0 < 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!" ⟺ 𝐶𝐶!" <
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 ∙ 𝑒𝑒%(!"$!!)

(1 − 𝑘𝑘) = 𝑋𝑋 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Q
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp y−

1
2A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

M

$L
 

 
ezután felhasználva a Riemann integrál linearitását adódik a következő: 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 

 

Q
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp y−

1
2 A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

M

$L

−
𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 Q
1

]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp y−

1
2A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

M

$L
 

 
vegyük észre, hogy az első integrál egyenlő a lognormális eloszlás eloszlásfüggvényével 𝑋𝑋 helyen. Felhasználva, hogy 
a lognormális eloszlás eloszlásfüggvénye kifejezhető a normális eloszlás eloszlás függvényével adódik: 
 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 𝛷𝛷A
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
B −

𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 Q

1
]2𝜋𝜋𝜎𝜎3

7
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 y−

1
2A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

M

$L
 

 
A következő helyettesítést alkalmazva jobb oldali integrálra, majd teljes négyzetté alakítva az integrál mögötti 
exponenciális függvény belsőjét, majd felhasználva, hogy az egyenlő a normális eloszlás eloszlásfüggvényével 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3 
helyen tovább egyszerűsödik az egyenlet. 

𝑢𝑢 =
−(𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)

𝜎𝜎3
	

	

𝑧𝑧7 =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)

𝜎𝜎3
	

	

Q
1

]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 y−

1
2A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

N/

$L
= 𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒[𝜇𝜇3]Q

1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É−
1
2𝑢𝑢

7Ñ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒[𝜎𝜎3	𝑢𝑢] 𝑑𝑑𝑢𝑢
$L

= 𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒[𝜇𝜇3]Q
1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É−
1
2
(𝑢𝑢 − 𝜎𝜎3)7 +

1
2𝜎𝜎3

7Ñ 𝑑𝑑𝑢𝑢
N,

$L

=𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É𝜇𝜇3 +
1
2𝜎𝜎3

7ÑQ
1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É−
1
2
(𝑢𝑢 − 𝜎𝜎3)7Ñ 𝑑𝑑𝑢𝑢

N,

$L
= 𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É𝜇𝜇3 +

1
2𝜎𝜎3

7Ñ𝛷𝛷(𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3)	

 
Összerakva a kapottakat adódik a következő: 
	

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 	𝛷𝛷 A
ln	 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
B −

𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘) ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É𝜇𝜇3 +

1
2𝜎𝜎3

7Ñ 𝛷𝛷(𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3) 

Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 
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1.7. Appendix 

1.7.1. Várható LGD egyenlet levezetése 

A Módszertan fejezetben található levezetés alapján a várható LGD a következő integrállal egyenlő: 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Q maxA0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 B
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp y−

1
2A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

L

$L
 

A max függvény helyettesíthető az integrálás határainak változtatásával 

0 < 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!" ⟺ 𝐶𝐶!" <
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 ∙ 𝑒𝑒%(!"$!!)

(1 − 𝑘𝑘) = 𝑋𝑋 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Q
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp y−

1
2A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

M

$L
 

 
ezután felhasználva a Riemann integrál linearitását adódik a következő: 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 

 

Q
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp y−

1
2 A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

M

$L

−
𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 Q
1

]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp y−

1
2A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

M

$L
 

 
vegyük észre, hogy az első integrál egyenlő a lognormális eloszlás eloszlásfüggvényével 𝑋𝑋 helyen. Felhasználva, hogy 
a lognormális eloszlás eloszlásfüggvénye kifejezhető a normális eloszlás eloszlás függvényével adódik: 
 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 𝛷𝛷A
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
B −

𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 Q

1
]2𝜋𝜋𝜎𝜎3

7
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 y−

1
2A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

M

$L
 

 
A következő helyettesítést alkalmazva jobb oldali integrálra, majd teljes négyzetté alakítva az integrál mögötti 
exponenciális függvény belsőjét, majd felhasználva, hogy az egyenlő a normális eloszlás eloszlásfüggvényével 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3 
helyen tovább egyszerűsödik az egyenlet. 

𝑢𝑢 =
−(𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)

𝜎𝜎3
	

	

𝑧𝑧7 =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)

𝜎𝜎3
	

	

Q
1

]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 y−

1
2A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

N/

$L
= 𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒[𝜇𝜇3]Q

1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É−
1
2𝑢𝑢

7Ñ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒[𝜎𝜎3	𝑢𝑢] 𝑑𝑑𝑢𝑢
$L

= 𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒[𝜇𝜇3]Q
1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É−
1
2
(𝑢𝑢 − 𝜎𝜎3)7 +

1
2𝜎𝜎3

7Ñ 𝑑𝑑𝑢𝑢
N,

$L

=𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É𝜇𝜇3 +
1
2𝜎𝜎3

7ÑQ
1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É−
1
2
(𝑢𝑢 − 𝜎𝜎3)7Ñ 𝑑𝑑𝑢𝑢

N,

$L
= 𝐶𝐶+ ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É𝜇𝜇3 +

1
2𝜎𝜎3

7Ñ𝛷𝛷(𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3)	

 
Összerakva a kapottakat adódik a következő: 
	

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = 	𝛷𝛷 A
ln	 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
B −

𝐶𝐶+

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 𝑒𝑒
$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘) ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 É𝜇𝜇3 +

1
2𝜎𝜎3

7Ñ 𝛷𝛷(𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3) 

Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

Összerakvaakapottakatadódikakövetkező:
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1.7. Appendix 

1.7.1. Várható LGD egyenlet levezetése 

A Módszertan fejezetben található levezetés alapján a várható LGD a következő integrállal egyenlő: 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Q maxA0,
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 B
1

𝐶𝐶!"]2𝜋𝜋𝜎𝜎3
7
exp y−

1
2A

𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶!" − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)
𝜎𝜎3

B
7

{ 𝑑𝑑𝐶𝐶!"

L

$L
 

A max függvény helyettesíthető az integrálás határainak változtatásával 

0 < 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!" ⟺ 𝐶𝐶!" <
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 ∙ 𝑒𝑒%(!"$!!)

(1 − 𝑘𝑘) = 𝑋𝑋 

𝐸𝐸S𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿!!U = Q
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿 − 𝑒𝑒$%(!"$!!)(1 − 𝑘𝑘)𝐶𝐶!"
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ezután felhasználva a Riemann integrál linearitását adódik a következő: 
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vegyük észre, hogy az első integrál egyenlő a lognormális eloszlás eloszlásfüggvényével 𝑋𝑋 helyen. Felhasználva, hogy 
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3

= −
ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 

𝑑𝑑𝑋𝑋+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − 𝑑𝑑𝑌𝑌+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − Ö
𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)Ü𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
 

Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
. 

1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 

𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ä𝑌𝑌+ã 

Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 

 

A1 

1.7.4. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes varianciája 

A feltételes varianciára a következő összefüggés áll fenn,  

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ − O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)P7 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ∙ O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)Pä𝑌𝑌+ã 	+ 𝐸𝐸 Éå𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ 

Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ 𝐸𝐸 yAQ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
B

7

{ 
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3

= −
ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 

𝑑𝑑𝑋𝑋+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − 𝑑𝑑𝑌𝑌+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − Ö
𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)Ü𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
 

Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
. 

1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 

𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ä𝑌𝑌+ã 

Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 

 

A1 

1.7.4. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes varianciája 

A feltételes varianciára a következő összefüggés áll fenn,  

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ − O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)P7 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ∙ O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)Pä𝑌𝑌+ã 	+ 𝐸𝐸 Éå𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ 

Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ 𝐸𝐸 yAQ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
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−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
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𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6
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𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 
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7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 
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é𝑌𝑌+Ñ 

Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3

= −
ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 

𝑑𝑑𝑋𝑋+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − 𝑑𝑑𝑌𝑌+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − Ö
𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)Ü𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
 

Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
. 

1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 

𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ä𝑌𝑌+ã 

Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 

 

A1 

1.7.4. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes varianciája 

A feltételes varianciára a következő összefüggés áll fenn,  

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ − O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)P7 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ∙ O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)Pä𝑌𝑌+ã 	+ 𝐸𝐸 Éå𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ 

Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ 𝐸𝐸 yAQ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 
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Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
. 

1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
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majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
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Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 
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meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 
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𝜎𝜎3
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𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ − O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)P7 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ∙ O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)Pä𝑌𝑌+ã 	+ 𝐸𝐸 Éå𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ 

Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ 𝐸𝐸 yAQ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3

= −
ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 

𝑑𝑑𝑋𝑋+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − 𝑑𝑑𝑌𝑌+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − Ö
𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)Ü𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
 

Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
. 

1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 

𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ä𝑌𝑌+ã 

Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 

 

A1 

1.7.4. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes varianciája 

A feltételes varianciára a következő összefüggés áll fenn,  

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ − O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)P7 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ∙ O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)Pä𝑌𝑌+ã 	+ 𝐸𝐸 Éå𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ 

Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ 𝐸𝐸 yAQ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3

= −
ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 

𝑑𝑑𝑋𝑋+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − 𝑑𝑑𝑌𝑌+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − Ö
𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)Ü𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
 

Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
. 

1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 

𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ä𝑌𝑌+ã 

Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 

 

A1 

1.7.4. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes varianciája 

A feltételes varianciára a következő összefüggés áll fenn,  

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ − O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)P7 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ∙ O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)Pä𝑌𝑌+ã 	+ 𝐸𝐸 Éå𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ 

Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ 𝐸𝐸 yAQ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3

= −
ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 

𝑑𝑑𝑋𝑋+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − 𝑑𝑑𝑌𝑌+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − Ö
𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)Ü𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
 

Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
. 

1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 

𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ä𝑌𝑌+ã 

Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 

 

A1 

1.7.4. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes varianciája 

A feltételes varianciára a következő összefüggés áll fenn,  

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ − O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)P7 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ∙ O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)Pä𝑌𝑌+ã 	+ 𝐸𝐸 Éå𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ 

Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ 𝐸𝐸 yAQ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3

= −
ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 

𝑑𝑑𝑋𝑋+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − 𝑑𝑑𝑌𝑌+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − Ö
𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)Ü𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
 

Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
. 

1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 

𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ä𝑌𝑌+ã 

Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 

 

A1 

1.7.4. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes varianciája 

A feltételes varianciára a következő összefüggés áll fenn,  

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ − O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)P7 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ∙ O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)Pä𝑌𝑌+ã 	+ 𝐸𝐸 Éå𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ 

Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ 𝐸𝐸 yAQ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3

= −
ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 

𝑑𝑑𝑋𝑋+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − 𝑑𝑑𝑌𝑌+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − Ö
𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)Ü𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
 

Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
. 

1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 

𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ä𝑌𝑌+ã 

Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 

 

A1 

1.7.4. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes varianciája 

A feltételes varianciára a következő összefüggés áll fenn,  

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ − O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)P7 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ∙ O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)Pä𝑌𝑌+ã 	+ 𝐸𝐸 Éå𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ 

Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ 𝐸𝐸 yAQ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3

= −
ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 

𝑑𝑑𝑋𝑋+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − 𝑑𝑑𝑌𝑌+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − Ö
𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)Ü𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
 

Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3

= −
ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 

𝑑𝑑𝑋𝑋+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − 𝑑𝑑𝑌𝑌+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − Ö
𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)Ü𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6
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Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
 

Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
. 

1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 

𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ä𝑌𝑌+ã 

Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 

 

A1 

1.7.4. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes varianciája 

A feltételes varianciára a következő összefüggés áll fenn,  

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ − O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)P7 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ∙ O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)Pä𝑌𝑌+ã 	+ 𝐸𝐸 Éå𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ 

Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ 𝐸𝐸 yAQ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3

= −
ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 

𝑑𝑑𝑋𝑋+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − 𝑑𝑑𝑌𝑌+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − Ö
𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)Ü𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
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Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 

𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ä𝑌𝑌+ã 

Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 
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7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
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𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3
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𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 

𝑑𝑑𝑋𝑋+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − 𝑑𝑑𝑌𝑌+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − Ö
𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)Ü𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
 

Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 
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1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 
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Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3

= −
ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 

𝑑𝑑𝑋𝑋+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − 𝑑𝑑𝑌𝑌+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − Ö
𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)Ü𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
 

Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
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1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 

𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ä𝑌𝑌+ã 

Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 
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1.7.4. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes varianciája 

A feltételes varianciára a következő összefüggés áll fenn,  

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ç
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é𝑌𝑌+Ñ 

Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ 𝐸𝐸 yAQ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3
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ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 
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felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
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𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6
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1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 

𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ä𝑌𝑌+ã 

Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 
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7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3

= −
ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 

𝑑𝑑𝑋𝑋+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − 𝑑𝑑𝑌𝑌+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − Ö
𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)Ü𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
 

Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
. 

1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 

𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ä𝑌𝑌+ã 

Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 

 

A1 

1.7.4. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes varianciája 

A feltételes varianciára a következő összefüggés áll fenn,  

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ − O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)P7 
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 
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meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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!
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!
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Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ 𝐸𝐸 yAQ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
B

7

{ 

helyéreaziméntmeghatározott
feltételesvárhatóérték.AzIto-integráltnemtartalmazótagokezutánkiesnekazegyenletjobboldaláról.

 

 

 24/31 

Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3

= −
ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 

𝑑𝑑𝑋𝑋+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − 𝑑𝑑𝑌𝑌+ = 𝑑𝑑𝜑𝜑+ − Ö
𝑑𝑑𝜑𝜑+

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜅𝜅(𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)Ü𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
𝑑𝑑𝑋𝑋+ = −𝜅𝜅𝑋𝑋+	𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑑𝑑𝑊𝑊+ 

Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
 

Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
. 

1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 

𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ä𝑌𝑌+ã 

Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 

 

A1 

1.7.4. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes varianciája 

A feltételes varianciára a következő összefüggés áll fenn,  

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ − O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)P7 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ∙ O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)Pä𝑌𝑌+ã 	+ 𝐸𝐸 Éå𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ 

Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ 𝐸𝐸 yAQ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 

ln 𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	
𝜎𝜎3

= −
ln𝐶𝐶+
𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3

= −𝑑𝑑 

−(𝑑𝑑 + 𝜎𝜎3) =
ln𝑋𝑋 − (𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐶𝐶+ + 𝜇𝜇3)	

𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
,-./ változót a szakaszban 𝑌𝑌+-vel jelölöm. Bevezetve az 𝑋𝑋+	jelölést a trend és a 

folyamat t időponti eltérésére,  
𝑋𝑋+ = 𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+ 

felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
deriváltjának integráltja pont 𝜑𝜑+: 
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Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 

𝑋𝑋!e$5∙! − 𝑋𝑋+e$5∙+ = −Q 𝜎𝜎e$5∙6	𝑑𝑑𝑊𝑊6
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Visszahelyettesítve 𝑋𝑋+ helyére 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ jelöléseket előáll az 𝑌𝑌+ folyamat megoldása: 

𝑌𝑌! = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎Q 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 à𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ä𝑌𝑌+ã 

majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 

𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝐸𝐸 à𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
!
+ ä𝑌𝑌+ã 

Az drift nélküli Ito-integrál várható értéke nulla, tehát a keresett összefüggés fennáll: 
𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+). 
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1.7.4. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes varianciája 

A feltételes varianciára a következő összefüggés áll fenn,  

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸S𝑌𝑌!
7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 

ahol 𝑌𝑌! helyére behelyettesíthető a 7. egyenletből ismert megoldás, valamint 𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] helyére az imént 
meghatározott feltételes várható érték. Az Ito-integrált nem tartalmazó tagok ezután kiesnek az egyenlet jobb 
oldaláról. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 𝐸𝐸 Éå𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+) + 𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ 𝐸𝐸 yAQ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6
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Ez láthatóan ekvivalens a bizonyítandó állítással: 
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= −
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𝑋𝑋 + 𝜇𝜇3	
𝜎𝜎3
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𝜎𝜎3
− 𝜎𝜎3 = 𝑧𝑧7 − 𝜎𝜎3. 

1.7.2. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat megoldása 

Az átláthatóság érdekében az 𝑌𝑌+
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felírható az 𝑋𝑋+ sztochasztikus differenciál egyenlete 𝑌𝑌+ és 𝜑𝜑+ segítségével – felhasználva, hogy a 𝜑𝜑+ függvény 
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Egyszerű átalakítás után látható, hogy 𝑋𝑋+ egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatot követ. 
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Alkalmazva az Ito-lemmát a 𝑓𝑓(𝑋𝑋+ , 𝑑𝑑) = e$5∙+𝑋𝑋+ függvényre, és az egyenlet két oldalát	𝑑𝑑 és 𝑇𝑇 között integrálva adódik: 
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!

+
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1.7.3. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes várható értéke 

A 7. egyenletet behelyettesítve a feltételes várható értékbe adódik,  
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majd felhasználva a feltételes várható érték linearitását, valamint, hogy 𝑌𝑌+ értéke már ismert a 𝑑𝑑 
időpontban: 
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1.7.4. Az általánosított Ornstein-Uhlenbeck folyamat feltételes varianciája 
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7T𝑌𝑌+U − (𝐸𝐸[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+])7 
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!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ − O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)P7 
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!
+ ∙ O𝜑𝜑! − (𝜑𝜑+ − 𝑌𝑌+)𝑒𝑒$5(!$+)Pä𝑌𝑌+ã 	+ 𝐸𝐸 Éå𝜎𝜎 ∫ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!
+ ç

7
é𝑌𝑌+Ñ 

Az Ito integrál várható értéke nulla, így ez a tag is kiesek. A négyzetes tag esetén használható az Ito izometria. A 
határozott Riemann integrál megoldásaképp pedig adódik a bizonyítandó egyenlőség. 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ 𝐸𝐸 yAQ 𝑒𝑒$5(!$6)𝑑𝑑𝑊𝑊6

!

+
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𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] = 	𝜎𝜎 ∙ Q (𝑒𝑒$5(!$6))7𝑑𝑑𝑑𝑑
!

+
 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉[𝑌𝑌!|𝑌𝑌+] =
𝜎𝜎7

2𝜅𝜅 O1 − 𝑒𝑒$75(!$+)P. 

1.7.5. Az idioszinkratikus folyamat megoldása és varianciája 

A 11. egyenlet alapján a következő egyenlőség áll fenn: 

𝑌𝑌!
-0-1 − 𝑌𝑌+-0-1 = Q 𝜎𝜎-0-1

!

+
𝑑𝑑𝑊𝑊6

-0-1 = 𝜎𝜎-0-1O𝑊𝑊!
-0-1 −𝑊𝑊+

-0-1P. 

Ebből közvetlenül adódik a folyamat nulla várható értéke, és a feltételes varianciája is. 
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Ebbőlközvetlenüladódikafolyamatnullavárhatóértéke,ésafeltételesvarianciájais.
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8.5. MONTE CARLO SZIMULÁCIÓK EREDMÉNYEI

AMonteCarloszimulációkésazanalitikusmegoldás(17.egyenlet)segítségévelszámítottvárhatóLGDrátákatakezdeti
fedezetérték függvényébenvetettemössze.Ahasználtparamétereka tanulmányban isalkalmazottparaméterekre
támaszkodnak:
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1.7.6. Monte Carlo szimulációk eredményei 
A Monte Carlo szimulációk és az analitikus megoldás (17. egyenlet) segítségével számított várható LGD rátákat a 
kezdeti fedezet érték függvényében vetettem össze. A használt paraméterek a tanulmányban is alkalmazott 
paraméterekre támaszkodnak: 

𝑇𝑇" = 1	é𝑣𝑣; 𝑇𝑇# = 4	; 	𝑘𝑘 = 30%; 	𝑟𝑟 = 10%; 	𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 1;	𝜇𝜇3 = 0%;	𝜎𝜎3 = 25% 
Az ábrán látható eredmények 10000 szimuláció segítségével álltak elő. 

 
1.7.7. A trendtől szűrt loglakásárindexek regressziós eredményei 

𝑌𝑌h+4∆+ = 	𝛽𝛽 ∙ 𝑌𝑌+f + 𝜀𝜀+4∆+ 
 𝛽𝛽 
Régió Becsült érték Standard hiba t-statisztika 𝑅𝑅7 
Országos 1,01 0,02 55,13 0,97 
Budapest 1,00 0,02 55,74 0,97 
Városok 1,00 0,02 50,81 0,97 
Városok Dél Alföld 1,00 0,02 47,69 0,97 
Városok Dél Dunántúl 1,01 0,02 41,94 0,96 
Városok Észak Alföld 0,99 0,02 44,14 0,96 
Városok Észak Magyarország 0,98 0,02 50,47 0,97 
Városok Közép Dunántúl 1,01 0,02 52,13 0,97 
Városok Közép Magyarország 0,99 0,02 39,83 0,95 
Városok Nyugat Dunántúl 1,01 0,02 44,18 0,96 
Községek 0,98 0,03 29,12 0,91 

 
[4. táblázat: A trendtűl szűrt logaritmizált részindexek regresszióinak eredményei. Az első oszlop a regiók nevét 
tartalmazza, majd sorban a régió regressziós egyenletének becsült 𝛽𝛽 értékét, annak standard hibáját, valamint t-
statisztikáját tartalmazza. Az utolsó oszlop a regresszió illeszkedését merő 𝑅𝑅7 mutatókat tartalmazza.] 
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4. táblázat
A trendtűl szűrt logaritmizált részindexek regresszióinak eredményei

β

Régió Becsült érték Standard hiba t-statisztika R2

Országos 1,01 0,02 55,13 0,97

Budapest 1,00 0,02 55,74 0,97

Városok 1,00 0,02 50,81 0,97

VárosokDélAlföld 1,00 0,02 47,69 0,97

VárosokDélDunántúl 1,01 0,02 41,94 0,96
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VárosokÉszakMagyarország 0,98 0,02 50,47 0,97

VárosokKözépDunántúl 1,01 0,02 52,13 0,97

VárosokKözépMagyarország 0,99 0,02 39,83 0,95

VárosokNyugatDunántúl 1,01 0,02 44,18 0,96

Községek 0,98 0,03 29,12 0,91

Az első oszlop a régiók nevét tartalmazza, majd sorban a régió regressziós egyenletének becsült β értékét, annak standard hibáját, valamint 
t-statisztikáját tartalmazza. Az utolsó oszlop a regresszió illeszkedését merő R2 mutatókat tartalmazza.
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8.7. A TRENDTŐL SZŰRT LOGLAKÁSÁRINDEXEK REGRESSZIÓINAK 
REZIDUUMAINAK NORMALITÁS TESZTJE

5.táblázat
A részindexek reziduumainak Jarque-Bera normalitás tesztjeinek eredményei

Régió Jarque-Bera teszt statisztika p-érték

Országos 1,638 0,441

Budapest 1,928 0,381

Városok 0,786 0,675

VárosokDélAlföld 2,063 0,357

VárosokDélDunántúl 0,454 0,797

VárosokÉszakAlföld 2,994 0,224

VárosokÉszakMagyarország 0,534 0,766

VárosokKözépDunántúl 2,910 0,233

VárosokKözépMagyarország 16,313 0,000

VárosokNyugatDunántúl 2,143 0,342

Községek 5,018 0,081

8.8. KUMULÁLT LOGHOZAMOK SZÓRÁSA AZ EGYES RÉGIÓK ESETÉN 
(SZÁZALÉK)

6. táblázat
A különböző lokációkon elhelyezkedő, egyedi ingatlan befektetések kumulált loghozamának szórása látható, 
a befektetési horizont függvényében

Dél  
Alföld

Dél  
Dunántul

Észak  
Alföld

Észak  
Magyarország

Közép  
Dunántúl

Közép  
Magyarország

Nyugat  
Dunántúl

Év V K V K V K V K V K V K V K

1 12,1 13,7 12,3 14,1 12,0 13,7 12,1 13,9 12,1 13,6 12,4 14,4 11,8 13,1

2 17,1 19,0 17,5 19,5 16,8 19,1 16,9 19,3 17,2 19,0 17,4 20,0 16,7 18,3

3 20,9 22,9 21,6 23,6 20,4 23,0 20,5 23,3 21,3 22,9 21,1 24,0 20,5 22,1

4 24,2 26,1 25,0 26,8 23,4 26,2 23,5 26,5 24,7 26,1 24,3 27,3 23,8 25,2

5 27,1 28,8 28,1 29,5 26,1 28,9 26,1 29,3 27,9 28,8 27,0 30,1 26,7 27,8

6 29,7 31,2 31,0 31,9 28,4 31,3 28,4 31,6 30,8 31,2 29,4 32,5 29,4 30,2

7 32,1 33,3 33,6 34,1 30,5 33,4 30,4 33,8 33,5 33,3 31,5 34,7 31,9 32,2

8 34,3 35,2 36,1 36,0 32,4 35,3 32,3 35,7 36,1 35,2 33,5 36,6 34,2 34,1

9 36,5 37,0 38,5 37,8 34,2 37,1 34,1 37,5 38,7 37,0 35,4 38,4 36,5 35,9

A táblázat elsősora a régiót jelöli, a második sor betűjele, hogy a városok (V) vagy községekre (V) vonatkozó volatilitást tartalmazza az adott 
oszlop, százalékos formában. A táblázat első oszlopa a befektetési időt jelöli, években.
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8.9. VÁRHATÓ HOZAM ÉS SZÓRÁS A FEDEZET LIKVIDÁLÁSÁNAK 
IDŐTARTAMÁIG

7.táblázat
A likvidilás időpontjáig (4 év) kumulált várható hozam (μY) és szórás (σY) becsült mértéke a fedezetek értékére, 
régiós bontásban

μY σY

Országos -0,66% 23,19%

Budapest 3,97% 24,43%

Városok -1,86% 23,43%

VárosokDélAlföld -3,38% 24,18%

VárosokDélDunántúl -4,43% 25,01%

VárosokÉszakAlföld -2,51% 23,45%

VárosokÉszakMagyarország -5,39% 23,51%

VárosokKözépDunántúl -1,48% 24,73%

VárosokKözépMagyarország 2,50% 24,26%

VárosokNyugatDunántúl -3,15% 23,80%

Községek -7,53% 24,88%

KözségekDélAlföld -7,53% 26,12%

KözségekDélDunántúl -7,53% 26,80%

KözségekÉszakAlföld -7,53% 26,20%

KözségekÉszakMagyarország -7,53% 26,53%

KözségekKözépDunántúl -7,53% 26,10%

KözségekKözépMagyarország -7,53% 27,33%

KözségekNyugatDunántúl -7,53% 25,19%

A községek régiós paraméterei szintetikusan kerültek előállításra, a törzsszövegben részletezettek szerint.
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8.10. LGD RÁTÁK RÉSZLETES RÉGIÓS BONTÁSBAN (SZÁZALÉK)

8. táblázat
Az eredményül kapott LGD ráták százalékos formában a HFM függvényében

HFM 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Országos 0,0 0,1 1,5 6,9 15,8 25,5 34,1 41,3 47,1

Budapest 0,0 0,1 1,2 5,6 13,5 22,6 31,1 38,4 44,5

Városok 0,0 0,1 1,7 7,4 16,6 26,3 34,9 41,9 47,7

Községek 0,0 0,3 3,0 10,3 20,2 29,9 38,2 44,9 50,4

Aggregált 0,0 0,2 2,2 8,3 17,5 27,0 35,4 42,4 48,1

Városok

Dél Alföld 0,0 0,1 2,0 8,2 17,6 27,3 35,7 42,7 48,4

Dél Dunántul 0,0 0,2 2,4 8,9 18,4 28,0 36,3 43,2 48,8

Észak Alföld 0,0 0,1 1,8 7,7 17,0 26,7 35,3 42,3 48,0

Észak Magyarország 0,0 0,1 2,2 8,9 18,7 28,6 37,0 43,9 49,5

Közép Dunántúl 0,0 0,1 1,9 7,6 16,6 26,1 34,5 41,6 47,3

Közép Magyarország 0,0 0,1 1,3 6,1 14,2 23,5 32,1 39,3 45,3

Nyugat Dunántúl 0,0 0,1 1,9 8,0 17,4 27,1 35,6 42,6 48,3

Községek

Dél Alföld 0,0 0,3 3,3 10,6 20,3 29,9 38,1 44,8 50,3

Dél Dunántul 0,0 0,4 3,4 10,8 20,4 29,9 38,0 44,7 50,2

Észak Alföld 0,0 0,3 3,3 10,6 20,4 29,9 38,1 44,8 50,2

Észak Magyarország 0,0 0,4 3,4 10,7 20,4 29,9 38,0 44,7 50,2

Közép Dunántúl 0,0 0,3 3,3 10,6 20,3 29,9 38,1 44,8 50,3

Közép Magyarország 0,0 0,4 3,6 10,9 20,5 29,9 38,0 44,6 50,1

Nyugat Dunántúl 0,0 0,3 3,0 10,3 20,2 29,9 38,2 44,9 50,4

Az első sor a HFM értékeket tartalmazza, az első oszlop az adott régiót és településtípust.

. 
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